CAPITULO 6
LA ECUACION
DEL CALOR

Introduccién

La ecuacién del calor,
uy — Au = F(x,t),

es el modelo maés sencillo de ecuacién de difusién y fue obtenida en la seccién 1.3 con
detalle. Hemos visto en la seccién 2.3 como el problema de Cauchy para la ecuacion
del calor con datos en ¢t = 0 es un problema caracteristico. En la seccién 3.4 se
ha estudiado el comportamiento de la difusion de calor en un medio unidimensional,
advirtiendo que se trata de un modelo irreversible y viendo cémo la ecuacion del calor
mejora los datos, es decir, tiene efecto reqularizante.

En este capitulo se proyecta estudiar el problema de Cauchy en RY comprobando
que es compatible, si bien es necesaria una condicién unilateral para obtener solucién
Unica, por ser caracteristico .

A fin de poder demostrar resultados de unicidad se establecerd el principio del
mdximo para la ecuacion del calor.
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La obtencidn de la solucion fundamental es el objeto de la primera seccién. Con ella
obtendremos una solucién del problema de Cauchy homogéneo. Se estudia también
un contraejemplo de Tychonoff que pone de manifiesto la no unicidad.

La seccién 6.2 se dedica a estudiar el principio del maximo en dominios acotados
y a los teoremas de unicidad mas simples.

La solucion del problema no homogéneo sera el objeto de la seccién tercera y en la
seccion cuarta se estudiard el resultado general de unicidad de Widder. Esta tltima
seccién se puede reducir en una primera lectura a informarse del resultado, obviando
las demostraciones.

Se cierra el capitulo con un apartado de ejercicios.
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6.1.- Nucleo de Gauss. Construccién de soluciones.

Al igual que se ha hecho en la ecuacién de Laplace, tratamos de obtener soluciones
de la ecuacién del calor que son singulares en el origen.

Empezaremos por el caso de dimension espacial uno que es mas sencillo de escribir,
y en el que usaremos un argumento de homogeneidad frente al cambio de escala, que
reduce el problema a una ecuacién ordinaria.

El uso de la transformacién de Fourier nos permitird obtener la solucion funda-
mental en dimensiones mayores.

A) En el caso de dimensién N = 1, hay un camino muy elemental de obtener la
solucion fundamental.

Buscaremos soluciones autosemejantes, es decir, soluciones que al cambiar la escala
convenientemente permanecen invariantes. Mas precisamente, la escala conveniente
queda determinada observando que en la ecuacién del calor hay una derivada en
el tiempo y dos en el espacio. Con esta observacién, hacemos el cambio de escala
x = A\, t = Ms y consideramos para una solucién u,

v(y, s) = u(A\"y, As) = u(z,1).
Para que v sea solucién hemos de tener,
Vg — Vyy =0
pero si calculamos,
Vs — Uyy = Ny — ANy,
de forma que si 3 = 2« tenemos,
Vs — Uyy = /\ﬁ(ut — Ugy) = 0.

Como consecuencia, parece natural buscar soluciones que respeten la homogeneidad

observada, es decir, soluciones que dependan de la variable £ = % La forma de una

tal funcién, sera,

x
u(z,t) =t*f(—).

@0 =17 7)
Imponiendo que u verifique la ecuacién, u; — ugz, = 0, se debe tener,

£

1€+ 31(€) — af() =

donde & = Lt Desde el punto de vista fisico se sabe que hay que imponer la conser-
vacion de la cantidad de calor. Normalizando se traduce en,

/_O;u(x,t)dasz/ taf(%) r =1,
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es decir,

[ (e =17 [ )y =1,

por tanto, necesariamente se ha de tener a = —5.
escribirse como

La ecuacién ordinaria puede

N[—=

2f +&f) =0.
Tomamos en particular las soluciones de

112

2f +&f =0, esdecir, f(§)=ce 1,

que para que tenga integral uno, debe ser,
1\2

u(z,t) = (47‘(’25)7%67T,

nucleo de Gauss, que es la solucion fundamental buscada.

La justificacién del nombre quedard clara en unas pocas lineas.

El método es extensible a més dimensiones. Se omiten mas detalles, pues tenemos
un método alternativo que estudiamos a continuacion.

B) Consideremos el problema

u—Au=0, zeRN, t>0
(6.1.1)

u(z,0) = f(z), zeRN, fecSRN).
Recordamos que S es el espacio de funciones temperadas introducido en la seccién

3.6, en el cual la transformaciéon de Fourier se comporta bien. Si aplicamos la
transformacién de Fourier en las variable espaciales, es decir,

12(5,15):/ e~ U y (2, t)d,
RN

se tiene

(6.1.2)

{m(f,t)+4w2|£2a(£,t):o, EeRY, t>0
w(£,0) = f(§).

Integrando la ecuacién ordinaria en ¢, considerando £ como pardmetro, se obtiene

(&,1) = f(g)e e,
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Como se trata de una funcién gaussiana podemos calcular su transformada de
Fourier, como se hizo en la seccién 3.6, resultando otra gaussiana a la que llamamos
nicleo de Gauss. Mas precisamente

. 1 z|2
/ (2l =am* €t g _ e
RN (4mt)z

Por tanto, en virtud del apartado 3) del teorema (3.6.3) se tiene

1 _le—yl?
(6.1.3) u(x,t) = T / e 7 fy)dy,
(@)% )
que al ser f € S(RY), estd bien definida.
Llamando
1 _l=?
K(z) = ¢ ',
(1m) ¥

y definiendo

es decir,
Ky (x) 1 7\3\2
xTr) = € t s
' (4nt) =
se verifica
( ) Ki(z )>0 para todo z € RV,
) [ Ki(z)de =1,
RN

(3) 1imt_,0 f\:c|>6>0 Kt(l‘)d.lﬁ =0.

Las tres propiedades se comprueban de forma inmediata por célculo directo. (Véase
la seccién 3.6)

A Ki(z) la llamaremos solucion fundamental de la ecuacién del calor. El siguiente
resultado justifica esta denominacién.

Observemos que la férmula (6.1.3) tiene sentido también si, por ejemplo, se supone
que f € C(RY) y estd acotada. Por eso se formula el resultado en el contexto de las
funciones continuas.

6.1.1. Teorema.

Sea f € C(RN) tal que |f(z)] < M si x € RN. Entonces, u(z,t) definida por
(6.1.3) verifica

(1) ue COO(RN x (0,00)),

(2) uy—Au=0size RN, t>0,

(3) hm u(zo, t) = f(zo) siendo la convergencia uniforme,

(4)

4 | (fv t)| < sup,ern |f(@)], (2,1) € RY x (0, 00).
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Demostracion.

La demostracién es una copia de la hecha con el ntcleo de Poisson, ya que K;(x)
es una aprozimacion de la identidad. En efecto, los apartados 1) y 2) resultan de
la deduccién de K; y pueden comprobarse también por cédlculo directo sin grandes
dificultades. La conclusién 4) resulta directamente de la propiedad 2) para el nicleo
de Gauss K;.

En cuanto a 3) para o € R, escribimos

(6.1.4) oo, )~ fGeo)l =1 [ " Ki(wo — 9)(f(y) — Flao))dyl.

Por la continuidad de f, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |[y—zo| < 9, |f(y)—f(z0)] <
€; entonces en (6.1.4) resulta
(6.1.5.)

[u(wo,t)—f(z0)| < 6/ Ki(xo—y)dy+2 sup |f(y)] Ki(wo—y)dy < 2,

|zo—y|<d zeRN |zo—y|>d

en virtud de las propiedades del nicleo K. [

Ejemplo de Tychonoff: No unicidad de soluciéon del Problema de Cauchy
para la ecuacién del calor.

Como se estudié en el capitulo 2, el problema (6.1.1) es caracteristico, por lo que
sin condiciones adicionales no es de esperar unicidad. Asi lo pone de manifiesto el
ejemplo debido a Tychonoff que se analiza a continuacién.

Consideremos el problema

(616) { Ut = Uga = 07 (xat) €eR x (07 OO)

u(x,0) =0

que obviamente tiene la solucién cero. La idea es usar el problema no caracteristico,

Upr = g, (z,t) € R?
(6.1.7) u(0,t) =g(t), teR
uz(0,t) =0,
para buscar soluciones de (6.1.6). Elegiremos g(¢t) = 0 si ¢ < 0, para conseguir

u(x,0) = 0 y buscaremos
(6.1.8) u(z,t) = g;(t)a?,
7=0

para que sea solucién.
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Suponiendo regularidad suficiente, se deriva término a término en (6.1.8) y se
sustituye en la ecuacién, obteniéndose

oo

(6.1.9) g2l = i - 1)gi ()22,
=2

Jj=0 J

y para verificar los datos en (6.1.7)

(6.1.10) 90(t) = g(t),  :(t) = 0.

De (6.1.9) resulta que para j > 2,
95() = (G + D +2)gj42(t)

que, junto a (6.1.10) da
i) Sij=2k+1,g;=0.
i) Sij =2k,
1 dFg
) =———2(t).

Sustituyendo en (6.1.8) resulta

0 $2k dk

k)! dtk

(6.1.11)
k:O

Tras este calculo formal pasamos a elegir g de forma que se tenga la convergencia
necesaria para que (6.1.11) defina una solucién clasica de la ecuacién del calor.
Para a > 1 se toma

(6.1.12) g(t) = { e, >0

0, t<0.

d*g
dtk
que se verifica el dato inicial u(z,0) = 0. Para estudiar la convergencia de la serie
k

d
(6.1.11) estimamos el comportamiento de ng (t) como funciones de variable compleja,

utilizando la férmula integral de Cauchy sobre el contorno

De esta forma g € C*(R) y (0) = 0, con lo que se comprueba directamente

'={zeC| |z—t| =06t}

con 6 a determinar.
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De esta forma se tiene

dkg k! exp(—z7%)
1.1 —(t) = — ——=dz.
(6.1.13) ) = o /F =

Como para z € I se tiene z = t + Ote’® = t(1 + 0e'?), resulta
R(—27%) = —t 7 R((1 + ') ™).

Eligiendo 6 tal que
1 ,
3 <R+ 0ei?) ™),

obtenemos 1
§R T __t*Oé
(=27%) > —5
y entonces de (6.1.13) se tiene la estimacion siguiente
dkg k! 1
6.1.14. —(t)] < ——t7%), t>0.
(6.1.14) G O] < G (=57, 1>

Sustituyendo las estimaciones (6.1.14) en (6.1.11), tenemos

lu(z, )] <
,i L90) 'é'k), <
(6.1.15) gﬁexp(_%t_a)gf; .
Oy el=31 ) = ey - 5

La desigualdad (6.1.15) prueba la sumabilidad de la serie y, por tanto, que u es
una funcién continua. Derivando término a término se comprueba la derivabilidad de
u por argumentos analogos. Se dejan al cuidado del lector los detalles.

Como consecuencia hemos obtenido una solucién no nula del problema (6.1.6), es
decir no se tiene unicidad. La solucién u no es una funcién acotada en R x (0, 00).

Este resultado no nos sorprende pues en el capitulo 2 vimos que (6.1.6) es un

problema caracteristico.

En las secciones que siguen se estudiaran resultados de unicidad cuando se pide

que la solucién esté en una clase de funciones adecuada.
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6.2.-El principio del maximo.
Resultados clasicos de unicidad.

Comenzamos esta seccién estableciendo el principio del maximo débil para el pro-
blema de Dirichlet. Como consecuencia, tendremos la prueba de unicidad para el
problema (3.4.1) con B = 0, estudiado en §3.4.

Sea © C RN un dominio acotado con frontera regular 0, y sea 0 < T < 0.
Definimos Dy = Q x (0,T) y la frontera parabdlica de Dr,

T, = (2 x {0}) U (09 x [0,T])

6.2.1. Teorema. -
Supongamos u € C(Dr), tal que us, Up,o; € C(Dr U (2 x{T})), i, =1,2,...,N y

u—Au <0 en Dr=Qx(0,T).

Entonces
max u = maxu
T, Dr
Demostracion.
Si se hace la hipétesis adicional
(6.2.1) u—Au <0 en Qx(0,7T),

el resultado es inmediato. En efecto, si se tuviese que el maximo se alcanza en un
punto (zg,t0) € D = Q x (0,T7"), T" < T, habria de verificarse que

ut(l‘o, to) = O7 Au(.’L‘Q,tQ) S O,

con lo cual se contradiria (6.2.1). Por consiguiente, en la hipdtesis (6.2.1) el méximo
no se puede alcanzar en Dy cualquiera que sea T” < T. Si el méximo se alcanzase en
(20, T) € Q x {T} se tendria

ut(lﬂo,to) 2 0, Au(l'o,to) S 07

que contradice también (6.2.1). Por tanto, en la hipdtesis (6.2.1), el méximo se alcanza
en I'y.
Se trata ahora de quitar la hipétesis adicional. Para ello consideramos para cada
€ > 0 la funcién
v(x,t) = u(z,t) + lz|>
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Es evidente que la funcién v goza de la misma regularidad que u, verificando ademds
vy — Av = up — Au — 2Ne < 0,

de acuerdo con las hip6tesis sobre u. Entonces puesto que v verifica la hipdtesis (6.2.1)
concluimos que
max v = max v.
T, Dr
Pero entonces,
maxu < maxv = maxv < max u + € max |:1:|2

Dr Dr r, P

Como es para € > 0 arbitrario, se tiene

max u < maxu,
Dr Ty

que con la desigualdad obvia,
maxu < maxu,
T, Dr

prueba el resultado. [

Observamos que el principio del méximo para la ecuacién del calor excluye parte
de la frontera, justamente la frontera temporal en la direccién del tiempo creciente.

Este principio de mdzimo se llama débil porque no excluye que el mdzimo se tome
en un punto interior.

Como en el caso eliptico, se tiene el llamado principio del mdzimo fuerte, del cual
la versién del matematico canadiense y profesor del Courant Institute de New York,
L. Nirenberg, es valida incluso para una clase de ecuaciones mas general.

El resultado para la ecuacién del calor es el siguiente.

Principio del maximo fuerte.
Sea u verificando las hipétesis del teorema 6.2.1 en Dy. Si existe (x1,t1) € Dy tal
que
u(z1,t1) = M = maxu,
Dr

entonces u = M.

La idea de la demostraciéon es establecer un principio de Hopf para la ecuacién
del calor, andlogo al obtenido en la ecuacién de Laplace. La longitud de este texto
aconseja no dar mas detalles sobre este resultado, en tanto que no va a ser usado.
Una referencia idénea para estudiar el principio del mdzrimo fuerte es el libro de
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M.H. Protter, H.F. Weinberger, ”Mazxzimum Principles in Differential Equations” Fd.
Springer Verlag 1984, al cual remitimos al lector interesado en los detalles.

A continuacién aplicamos el principio del mdzimo débil a la obtencién de algunos
resultados de unicidad.

Sea como antes 2 C R™ un dominio acotado con frontera regular 9€2. Considere-
mos el problema

u—Au=0, €, t>0
(P) u(z,t)=0 €0, t>0
u(z,0) =0, x€q.

Por aplicacién directa del principio del maximo se tiene el siguiente corolario, el
cual establece la unicidad para el problema (P).

6.2.2. Corolario.
Sea u € C(Dr), tal que uy,tg,z, € C(Dr U (Q x {T})), i,j = 1,2,..., N solucion
del problema (P). Entonces u = 0.

Menos obvia es la segunda consecuencia del principio del maximo débil.

Como hemos visto en la seccién anterior el problema de Cauchy (6.1.1), en general,
puede tener mas de una solucién. No obstante, si nos restringimos a ciertas clases de
funciones, vamos a poder demostrar la unicidad. En esta secciéon nos limitaremos al
ejemplo, muy interesante, de funciones acotadas.

Demostraremos que dentro de la clase de funciones acotadas, el problema (6.1.1)
tiene una unica solucion.

La prueba de este resultado, que formularemos precisamente mas tarde, reposa en
el principio del maximo; la dificultad estd en que en el problema de Cauchy se tiene
todo R™ y no un dominio acotado. En otras palabras, sobre la ”frontera lateral” de
la frontera parabdlica, no se tienen condiciones. Esta dificultad se resolvera con el
conocimiento de ciertas soluciones explicitas de la ecuacion del calor, con las cuales
haremos un proceso de comparacién.

Es claro que cualquier funcién de la forma

|z
we(z,t) = (2t + T)’ a€R,

es una solucién de la ecuacién del calor en RY x [0,00). Estas son las soluciones de
la ecuacion del calor que usaremos para comparar.
Podemos pasar a establecer el resultado de unicidad con precisién.
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6.2.3. Teorema.
Sean ui,us soluciones acotadas del problema

u—Au=0, zeRY, t>0
(6.2.2)

u(z,0) = f(x), z€RY, f continuay acotada en RN.

Entonces u; = us.
Demostracion.
Si|ui(ax,t)| < My y |ua(z,t)| < Ma, lamamos M = max{M;, Ms}. La funcién
v = uy — ug verifica el problema
vi—Av=0, zeRY, t>0
v(z,0) =0, =R
La idea es aplicar a v el principio del mdximo como en el corolario (6.2.2). Directa-

mente esto no es posible dado que el dominio es todo RY; para soslayar esta dificultad
consideramos para cada R > 0 la bola |z| < R y la funcién

ONM |2
2 (Qt + T)’ R e R,

wr(z,t) =

que como hemos visto verifica la ecuacién del calor, en particular en |z| < R, ¢ > 0.
Ademas

wr(z,0) > [v(z,0)[ =0,y wr(y,t) 22M > Jv(y,t)], si [y/=R, t>0

Aplicando el principio del méximo en el cilindro |y| < R, t€[0,T] av—wgrya
wgr — v, resulta que

(6.2.3) —wg(z,t) <v(z,t) <wg(z,t),
para cada (x,t) talque |z|< R, 0<t<T
Fijo (z,t), la desigualdad (6.2.3) es vélida si R > |z|. Entonces tomando limite

para R — oo se tiene
v(z,t) =0

Como (z,t) es arbitrario se concluye que
v=0

como queriamos demostrar. [

Como consecuencia inmediata podemos formular el importante resultado que sigue.
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6.2.4. Corolario.
La tinica solucidn acotada del problema (6.1.1) con dato acotado, es dada por la
férmula (6.1.8).

En la seccién 6.4 estudiaremos otros resultados de unicidad, concretamente, los
teoremas 6.4.1 y 6.4.5.

6.3.-El problema de Cauchy no homogéneo.

Nos vamos a ocupar del problema

(6:3.1) u(z,0) = f(z), =z¢€ RY,

{ut—Au:F(z,t), reRY, t>0
donde la regularidad de los datos F'y f la suponemos, por el momento, suficiente para
que sean ciertos los calculos que vamos a realizar. Més tarde se estudiaran cuales son
las condiciones de regularidad suficientes.

Como en el caso de la ecuacién de Laplace un papel importante lo jugara la solucién
fundamental. Ahora vamos a escribir la solucién fundamental con la singularidad
desplazada, es decir, consideramos v(z,t,y,s) = Ky s(x — y), es decir,

1 z—yl?

(6.3.2) vz, t,y,s) = WQXP( At —s)

), t>s.

Por calculo directo, o bien, por los argumentos en la seccién 6.1 se tiene el siguiente
resultado.

6.3.1. Lema.

Sea v definida por (6.3.2), entonces,
i) vy —Ayw=0sit>s.
i) ve+Ayv =0 sit>s.

El apartado i) podemos traducirlo diciendo que fuera de la singularidad la solucién
fundamental verifica la ecuacién del calor respecto a t y a y, mientras que el apartado
ii) establece que la funcién v verifica la ecuacién del calor "retrégrada” como funcién
de s, y, lo cual es claro por tener s el signo contrario a t. Obsérvese, por dltimo, que
el laplaciano se puede tomar también con respecto a x y se sigue verificando el lema.

Un cambio de coordenadas y lo visto en la seccién 6.1. permiten escribir la siguiente
propiedad importante de la funcién v.
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6.3.2. Lema.
Sea v definida por (6.3.2), entonces

/ v(z,t,y,s)dy =1, para cada = €RN y t>s.

RN

6.3.3. Lema.
Sea v definida por (6.3.2) y Q C RN un dominio, entonces

V(z,t —s) = /v(x,t,y,s)dy,
Q

verifica
1, z€Q

hmOV(z,tfs) = { 0, zdQ.

t—s5—

( Basta aplicar el teorema (6.1.1) a la funcién caracteristica de Q).
Supongamos ahora que u es una solucién regular del problema (6.3.1) y sea Bg C
RY la bola de centro el origen y radio R.

Observemos que llamando (y, s) las variables de espacio y tiempo respectivamente,
se tiene

(6.3.3) (uv)s = usv + vsu = VAU — ulAv
de acuerdo con el apartado ii) del lema 6.3.1.

Teniendo en cuenta (6.3.3), integrando en Br x (0,t) y utilizando la férmula de
Green (5.1.2) en la integral de espacio, obtenemos la siguiente identidad

/Ot /BR vFdyds = /Ut /BR(u(vs + Av) — v(Au — u))dyds =

t
ou ov
lim uvdy — lim uvdy+/ / v— —u—)do(y)ds
Br 0 8BR( (97?, 677/) ( )

s—t~ JBp s—0t

(6.3.4)

donde n es la normal exterior a Br y do(y) el elemento de superficie sobre 0Bg.

. . v .
Si se supone, por ejemplo, que u es acotada, como v y — decaen exponencialmente
n

cuando R — oo, pasando al limite en (6.3.4) se obtiene

¢
(6.3.5) / / vFdyds = lim uvdy — lim uvdy.
0 Br R

s—t~ JBg s—0t Jp
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Observamos ahora que segun el teorema 6.1.1

(6.3.6) lim u(y, s)v(z,t,y, s)dy = u(z,t),

s—t— Br

y también, por el mismo resultado,

(6.3.7)
lim u(y, s)v(z,t,y,s)dy =/ u(y, 0)v(z,t,y,0)dy = fy)v(zx,t,y,0)dy,
s—0% Jp, Br Br

sustituyendo (6.3.6) y (6.3.7) en (6.3.5) obtenemos:
Siu es solucidon regular del problema (6.3.1), entonces

¢

(6.3.8) u(x,t) = / / v(x,t,y, s)F(y, s)dyds + f(yv(z,t,y,0)dy.
0 Br Br

Sustituyendo el valor de v tenemos,

_ [ 1 |z —y?
u(x,t) —/0 /BR (Ar (=) "7? exp(—4(t — S))F(y,s)dyds—i-

! —_ |2
+ W/BR f(y>eXp(_%)dy

(6.3.9)

Una vez hecha la conjetura de como escribir la solucién sélo falta un resultado
de regularidad en funcién de la regularidad de F'y f que nos permita concluir que
la funcién u definida por (6.3.9) es solucién cldsica del problema (6.3.1). A ello
dedicamos el resto de esta seccion.

Usaremos el siguiente resultado de regularidad de funciones definidas por una in-
tegral

6.3.4. Lema.
Sean Q1 y Qo abiertos de RY.
A) Sea f: Q1 x Qs C RY x RN — R werificando:
i) Para cada x € Q1, la funcidn y — f(x,y) es integrable.
it) Para cada y € Qa, la funcion © — f(z,y) es continua.
iii) Existe una funcidn no negativa g integrable en Qs tal que | f(z,y)| < g(y) para cada
Y € Qg.
FEntonces
hz)= [ [flz,y)dy
Qo
es continua.
B) Si ademds f verifica,
i) Paray € Qo, la funcidn x — f(x,y) tiene derivadas primeras continuas respecto
axiy, t=1,..,N.
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v) Existe una funcién no negativa g integrable en Qs tal que |V f(z,y)| < g(y) para
cada y € Q.
FEntonces,
hz)= | flz,y)dy
Qo

tiene derivadas primeras continuas que ademds se calculan por la férmula

Oh af .
3.1 = d =1,..N
(6:310) br )= | Gha =1
Demostracion.
A) Sea xp € Q1 y {k }ren tal que limg_, o 2 = 9. Entonces consideramos

h(zk) = | f(or,y)dy.
Q2

Por la hipdtesis de continuidad de f, la sucesién de funciones {gx(y) = f(zk, y) tren
verifica que

lim gx(y) = f(z0,y)

k—oo

y por iii) |gx(y)| < g(y), por consiguiente podemos aplicar el teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue para concluir que

lim h(zg) = f(wo,y)dy,
k—oo Qs

y como es para cualquier sucesion la funcién h es continua.
B) Sea {t;}ren una sucesién de nimeros reales tendiendo a cero.
Sea{e; | i=1,...,N} la base canénica de RY y consideremos

h(x +tre;) —h(z) 1 )
5 — /Q E(f(:wtkez,y) f(z,y))dy.

Por el teorema del valor medio se tiene

h(z +tre;) —h(z) / Of (x + m(y)ei, y)
(2% B Qs Ox;

dy,

donde 0 < 7,(y) < 1. Por la hipdtesis sobre la continuidad de las derivadas parciales
de f y la condicién v), se verifica

lim h(z + tye;) — h(x) :/ of (z,y)
Q2

———=d
azi Y,

k—o00 t
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cualquiera que sea la sucesién. Por tanto,

——dy,

lim h(z + tye;) — h(x) :/ 3fa(:;7y)
Qs i

k—o0 tk

es decir,

) _ [ o,

3l‘i o) 81‘1 ’
como queriamos demostrar. La continuidad de las derivadas parciales se obtiene del
apartado A) del Teorema. O

El resultado que se presenta a continuacién da condiciones suficientes para la existen-
cia de solucidn clésica del problema no homogéneo (6.3.1). Al igual que ocurre en la
ecuacién de Laplace la sola continuidad del segundo miembro de la ecuaciéon no es su-
ficiente para que la solucién tenga derivadas segundas. Este extremo lo discutiremos
en detalle despues de establecer el resultado de regularidad que venimos anunciando
y que pasamos a detallar.

Recordamos que la solucién fundamental para la ecuacion del calor es

! @) t>0.

Ki(z) = ()72 exp(— i

6.3.5. Teorema.

OF (z,t)
8.Z’i ’

funciones continuas y acotadas en RN x (0,T), para algin T > 0.
Entonces la funcion u(z,t) definida para (x,t) € RN x [0,T) por

Sea f(z) funcién continua y acotada en RN y sean F(x,t) y i1=1,..N

(6.3.11) u(z,t) = /Kt(x—y)f(y)dy—i—/o /K(t,s)(:t —y)F(y, s)dyds,
RN RN

verifica
(1) we CRN x [0,7))
(2) @eC(RNx(o T)) ﬂeC(RNx(O 7)), i,j=1,..N
8t ) ) axzaajj ) ) 7] - bAR
(3) u es la Unica solucién acotada del problema (6.3.1).
Demostracion.
Llamamos

ui(zx,t) = / Ki(z —y)f(y)dy
RN
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y

(6.3.12) ug(x,t) :/0 /K(t_s)(xfy)F(y, s)dyds.
RN

Por el teorema 6.1.1. la funcién u; verifica 1) y 2). En particular, de 1) resulta que
ui(x,0) = f(x), y por tanto u; es solucién del problema homogéneo,

uw—Au=0, zeRY, ¢>0,
u(x,0) = f(x), =cRN.
Basta entonces demostrar que ug verifica 1), 2) y es solucién del problema

ug — Au=F(z,t), z€RY, t>0
u(z,0) =0, zeRN '

r—y

2Vt —s

Haciendo el cambio de variables espaciales = z en la integral (6.3.12), resulta

wa(,t) = / [ oo 0P, 5)dyds =
(6.3.13) . RY
/ / Ky (2)F(x 4 22Vt — s, s)dzds.
0
RN

El integrando, h(x,z,t,5) = K;(2)F(z + 22/t — s,5), es continuo en z,z € RV y
0 < s < t verificando ademds que V h(x, z,t, s) es continuo y que
(6.3.14)

1
|h(z,2,t,8)| = [K1(2)F(z + 22Vt — 5,8)| < Tme“z‘z sup |F'(y, 7)1,
™ (y,7)ERN x[0,T)

siendo también

—|z|?
|2|e” 17! sup |F(y, )],
(y,7)ERN x[0,T)

(6.3.15) \Vah(z,2,t,8)| <

271.N/2

donde se ha sustituido el valor de K;(z). Es decir, tanto h como su gradiente respecto
a x estan mayorados por funciones integrables. Por consiguiente aplicando el lema
(6.3.4) a la funcién

(6.3.16) g(z,t,8) = / Ki(2)F(x 4 22/t — s, 8)dz,
RN
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resulta que es continua y acotada en RV x [0,T), mds concretamente,

lg(z,t,s)] < M = sup [F(y, 7).
(y,7)ERN x[0,T")

Ademas aplicando el teorema 6.1.1 para s — t, resulta g(z,t,t) = F(x,t).
Por consiguiente se tiene,
i) up € CRYN x [0,7))
ii) ug(z,0)=0
iii) La funcién uy es acotada, siendo

sup |lug(z,t)] < MT
(z,t)eRN x[0,T)

Aplicando ahora la segunda parte del lema 6.3.4 se tiene que la funcién us tiene
derivadas primeras continuas verificindose

8u2

22 t)—L/t/ 12 OF o i m )dzd
oz, T, t) = 7 | e oz, T z s,8)dzds,
RN

integrando por partes resulta

I A e
%(:r,t) T 2Nz / Vit sds / e 2P (@ + 22V 5, 5)dzds.
i 0o Vi—=

RN

(6.3.17)

Por (6.3.15) se puede aplicar el lema (6.3.4) a (6.3.17) obteniéndose que ug tiene
derivadas segundas respecto a x continuas en RY x (0,T) y en particular se verifica

I A : OF
(6.3.18) Aug(z,t) = m/@ ﬁds/eflzl Zlgxl (x + 22Vt — s,5)dzds.

RN
Por otro lado, para calcular la derivada con respecto al tiempo ¢ escribimos

u2(l‘7t + k) - UZ(xat)

k
1 t+k t t k _ t
_/ gz, t+ k, s)ds +/ 9@tk 8) = 9@ b8) o p iy 4 (k).
k J; 0 k
Por el teorema fundamental del célculo,
(6.3.19) lim I; (k) = g(x,t,t) = F(x,t).

k—0
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Por el lema (6.3.4), la funcién g(x,t,s) tiene derivada respecto a t ya que F tiene
derivadas parciales respecto a x; ademas

F
—lz? =
ge(z,t,s) = N/Q\/i / % o (x4 22Vt — 5,5)dz

y, por tanto, por (6.3.15) se concluye que

27,

(6.3.20) hm I(k (x + 22Vt — s, 5)dzds.

Wz/ﬁ_—s/

De las igualdades (6.3.18), (6.3.19) y (6.3.20), se concluye que ug verifica la ecuacién
del calor no homogénea, es decir,

como queriamos demostrar. [

En la seccién 5.6, se estudié como la continuidad del segundo miembro en la
ecuacion de Poisson no es suficiente para tener solucidn cldsica, es decir con derivadas
segundas continuas.

El mismo ejemplo que se consider6 alli nos servird para hacer el andlisis en la
ecuacién del calor no homogénea. Asi pues consideremos la funcién

uo(x) = (a1 — a3)(—loga])'/?, [z <1
que tiene derivadas primeras continuas pero no derivadas segundas. Sin embargo se vio
en §5.6 que tiene laplaciano continuo; lo que ocurre es que se producen cancelaciones
entre las derivadas segundas, incluso en z = 0. Consideremos la extensiéon por cero
de ug a todo RY, y una funcién de corte, ¢(|z|), ¢ € C*(RY), tal que ¢(|z|) =1 si

lz] < % y ¢(lz]) = 0 si |z] > Z Definimos f(z) = ¢(|z|)uo(z) y F(z) = Af(x). Asi

ambas funciones son continuas y acotadas en R" y en R¥ x (0, c0) respectivamente.
Es obvio que la funcién u(z, t) = f(x) es solucién acotada, no cldsica, del problema
de Cauchy

u — Au=F(z), z€RN, t>0
(6.3.21)

u(z,0) = f(z), =RV,

Que u es solucion se entiende como que se verifica la ecuacién punto a punto. Sin
embargo como se vio en la seccién §5.6. u no tiene derivadas segundas en el origen.
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Hemos de demostrar que (6.3.21) no tiene solucidn cldsica.
Supongamos, por el contrario, que existiese T' > 0 y g solucién clésica de (6.3.21)
en RV x (0, 7). En esta hipétesis se tiene que

verifica:
)welC?en0<|z|<1,0<t<T

3 <t < Ty es solucion de

6.3.99 wy — Aw =0,
(6.3.22) {w(m,O)zO.

ii) welClen |z <1,

Probaremos que w es necesariamente C? en |x| <1, T >t > T/2, con lo cual, por
ser g € C2, resultaria v € C?, lo cual es una contradiccion.

Para probar que w tiene derivadas segundas continuas, fijemos (z,t) con |z| < 1
yT/2<t<Tyseac>0tal quee € (0,t — (T/2)). Sea v(x,y,t,s) definida por
(6.3.2). Como se verifica

§)0y; (2, Y, 1, 5) — wy, (y, )v(2, Y, 1, 5))y, =

Mz

(6.3.23) :1

v(ws — Aw) — w(vs + Av) =0,

integrando sobre el dominio Q = {(y,$)|0 < |y| < 1,T/2<s<t—e} con0< § < |z]
y aplicando las férmulas de Green, obtenemos

/ w(y,t —e)v(x,y,t —¢,t)dy =
<lyl<1
/ ’lU(y,T/Q)’U(.’E,y,T/Q,t)dy*
<ly|<1
ow
/ ) ts) — ool ) ()~
ly|=1 Ny Ty

ow
/ ) ) = o )0t () =
ly|=6 My "y
Lis+ 1.+ 13,5,5~

Pasando al limite para ¢ — 0 se tiene

lim w(y,t —e)v(z,y,t —e, t)dy =
=0 Js<|yl<1

= lim w(y,t — €)Xs<|y|-1(W)v(z,y,t — &, t)dy = w(z, 1),
e—0 RN
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por el lema (6.3.3) y el teorema (6.1.1). El resto de los términos son inmediatos por el
teorema de convergencia de Lebesgue. Pasando al limite ahora para § — 0 concluimos
que

w@¢%=/ w(y, /2o, y. 1, T/2)dy—
[y]<1

t
v dw
[ [ ) o ts) = S s)oltldoly)ds,
T/2 ly|=1 Ty Ty
que implica que w € C? siguiendo la misma argumentacién que en la demostracién
del teorema 6.3.5.

6.4.- Temperaturas positivas.

Esta secciéon esta dedicada a un resultado muy interesante por razones matematicas
y por su significado fisico.

Una de las consecuencias del Sequndo Principio de la Termodindmica es que la
temperatura absoluta es siempre positiva. Este hecho sugiere que la condicién natu-
ral a verificar por las soluciones de la ecuacién del calor es la condicién wunilateral,
u > 0. Evidentemente es lo mismo suponer u > H, pues el cambio en la escala de
temperaturas v = u — H, conduce al caso v > 0.

Sugerimos al lector recordar las leyes de la termodindmica, para lo cual una hermosa
referencia puede ser el celebérrimo curso de R.P. Feynman.

(Véase la versién en espanol, R.P. Feynman "Fisica” Volumen I, Capitulo 44,
Addison Wesley Iberoamericana 1987).

Presentaremos un resultado obtenido en 1944 por D. Widder, profesor de Harvard.
Widder prueba que con la condicién fisicamente natural de que la temperatura sea
positiva, el problema de Cauchy para la ecuacion del calor tiene una unica solucion.
Desde el punto de vista matematico este resultado es muy interesante, dado que se
establece la unicidad con una condicién unilateral solamente, es decir, u(z,t) > 0.

En realidad, D. Widder probé mas cosas, por ejemplo, que una solucién de la
ecuacion del calor que sea positiva y continua, se puede expresar en un tiempo t por
la integral de la solucién fundamental por el valor de dicha soluciéon en un tiempo
anterior. Es decir, la férmula (6.1.3) caracteriza las soluciones positivas.

Precisaremos estos enunciados en su momento. Antes de nada diremos que la
referencia que seguiremos es el trabajo del propio Widder, que se recoge en el libro:

D. Widder, 7 The heat equation”, Academic Press, 1975.

Empezamos estableciendo otro resultado de unicidad, que tiene interés por si mismo
al recoger una hipétesis natural de crecimiento del dato y la solucién, y que se usard
a continuacién. Dicho resultado estd en el espiritu del teorema 6.2.3. cambiando la
acotacion por la ley de crecimiento |u(x,t)| < Ael#” | Este crecimiento es el natural,
teniendo en cuenta el decaimiento en el infinito de la solucién fundamental.
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Maés precisamente se tiene el siguiente enunciado.

6.4.1. Teorema.
Sea u € C(RN x (0,T), verificando el problema
(6.4.1)
u — Au=0, (x,t) € RN x(0,7)

lu(z, t)] < Me“‘””lQ7 para ciertas constantes positivas M, a, (z,t) € RY x (0,T)
u(z,0) =0, zecRN.

Entonces u(x,t) = 0 para todo (v,t) € RN x (0,T).

Demostracion.
La demostracion se hace iterando el resultado sobre intervalos del tiempo de lon-
. . ~ . 1
gitud convenientemente pequena. Para empezar elegimos A tal que A >ay A > ;5.
Consideramos la funcion

_ 1 i
v(z,t) a —4At)N/2€
que como se observa es precisamente
(6.4.2) v(z,t) = (4m) V2K 14220 (Az), donde X = iv/4A

y Ki(x) es la solucién fundamental de la ecuacién del calor como se obtuvo en la
seccién 6.1. Simplemente la regla de la cadena y la expresion (6.4.2) demuestran que
v(z,t) es solucién de la ecuacién del calor en RY x (0, ﬁ). Ademas, como para cada
x € RV, v(z,t) es una funcién creciente en ¢, se concluye que

(6.4.3) v(z,t) > v(z,0) = o (2,6) e RN x (0, )
Fijado un punto (zo, %) en la banda RY x (0, /), elegimos R > |zo| y tomamos un
miultiplo de la funcién v. Exactamente tomamos

(6.4.4) w(a,t) = Me @Dy (g ).

Sea ahora el cilindro D = {(z,t)||z] < R, 0 <t < {4} y comparemos las funciones
|u(z,t)| y w(z,t) sobre la frontera parabdlica de D, es decir, sobre los puntos (z,0),
con |z| < Ry los puntos (z,t), con || = Ry 0 <t < -L. Sobre los primeros, es

14"
decir, la base, se tiene

(6.4.5) lu(z,0)] =0 < w(zx,0) = Melo= AR pAlzl?
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y sobre la superficie lateral
(6.4.6)
|u(z,t)| < Me“® < Me(“*A)Rgv(x,O) < Me(“*A)RZU(:E,t) =w(z,t), si |z|=R.

Por tanto, aplicando el principio del maximo, teorema 6.2.1, se concluye que
—w(z,t) <ulz,t) <w(z,t), en(z,t)eD.

En particular,

(6.4.7) lu(zo, to)] < Me @M y(zq, t),

que se verifica para todo R > |z|. Tomando limites en (6.4.7) cuando R — o0,

obtenemos,
1
u(zo,t9) =0,  cualquiera que sea (xg,ty) € RY x (0, ﬂ)’

ya que hemos elegido A > a. Para acabar, repetimos el argumento anterior a la

funcién u(z,t + 7), con 0 < 7 < ; de esta forma concluimos que u(z,t) = 0 en

4A
2
RN x (0, ﬂ) Repitiendo el argumento una cantidad finita de veces, concluimos la
prueba. O

En la demostraciéon que haremos del resultado de Widder, se utiliza la siguiente
observacion de célculo.

6.4.2. Lema.
Sea u(z,t) solucion de la ecuacion del calor tal que u(z,0) = 0, entonces

v(z,t) = /Ot u(zx, s)ds

es solucion de la ecuacion del calor. Ademds si u es positiva v es creciente en t para
x fijo y v es subarmdnica como funcion de x para t fijo.

Demostracion.
En efecto, en primer lugar, vy = u en virtud del teorema fundamental del cédlculo.
En segundo lugar,

Av(w,t):/ot Au(m,s)ds:/Otus(x,s)ds:u(x,t),

por tanto, vy = Aw, es decir, v satisface la ecuacién del calor.
Siu > 0 se tiene v; = u = Av > 0, por tanto tenemos las propiedades anunciadas
parav. [

Necesitaremos el siguiente lema, que viene a establecer que entre todas las posibles
soluciones positivas de la ecuacién del calor, la mas pequena es la que da la formula
integral (6.1.3). Este resultado serd crucial para probar el resultado de unicidad, y
como consecuencia, el teorema de representacion de soluciones positivas de Widder.



315

6.4.3. Lema.
Sea u € C(RYN x [0,7)), tal que, us, g, € C(RY x (0,T)).
Supongamos que
(1) uy—Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(z,t) >0 en RN x [0,7).

Entonces se verifica

(6.4.8) / Ki(z — y)uly, 0)dy < u(x,t).
RN

Demostracion.

Con las hipotesis que tenemos, lo primero que no estéd claro es que la integral en
(6.4.8) sea finita. Por simplicidad llamaremos f(x) = u(x,0) y consideraremos una
funcién de corte regular, precisamente, ¢ € C5°(RY) verificando,

1, s |Jz|<(R-1)
or(x) = R—|z|, si (R—1)<|z|<R
0, si R>|z|

Si se define ahora

(6.4.9) on(a,t) = / Koz — ) ()ér(y)dy,

es finita pues f¢ es continua y con soporte en una bola. El teorema 6.1.1 establece
que la funcién vg definida por (6.4.9) verifica el problema

agitRfA”URZO, (x,t)GRNX(OaT)
(6.4.10) vr(z,t) >0, (z,t) e RN x (0,T)

UR(x’O) = f(x)gbR(x), zeRY.

Sea Mg = max f(y) y sea |z| > R, entonces,
lyl<R

0 <wvp(z,t) <M K(z—y,t)dy <
lyl<R
(6.4.11) M 1 < M L <
4. < —5 y < —dy <
N2 Jiyi<r 1z —ylN ™2 Jiy<r 7| = [RIY
MRNCN

< - N
=l = [RIN
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pues se tiene que |s|Ne " < 1y |z —y| > ||| — R| cuando z esté en el exterior de
la bola de radio R. Por consiguiente, dado € > 0,

(6.4.12) 0 <wg(z,t) <e, si |z| > p(M, R,n).

En particular, tenemos

i) 0 <wg(z,t) <e4ulx,t)si|z] =p, 0 <t <T, ya que por hipStesis u es positiva
en toda la banda.

ii) vp(z,0) < f(z) = u(z,0) < u(x,0) + ¢ si |z < p.
Entonces, i) y ii) junto con el principio del méximo, implican que

vr(z,t) <wu(z,t)+e, sijz| < p, 0<t<T.
Ademads de (6.4.12) y ser u > 0 se concluye que para todo € > 0,
vr(z,t) < u(z,t) + €, para todo (z,t) € RN x (0,7).

Si observamos que vg(z,t) < vp(z,t) v ¢pr(x) < ¢ (z) si R < R en todo punto
xy para 0 <t < T, podemos pasar al limite aplicando el teorema de convergencia
monotona, es decir, se tiene,

0< ol t) = fim_ve(at) = [ Kile =) f(5)dy < u(w,)
RN

que prueba que la integral es finita y, de paso, el lema. [

La siguiente consecuencia consiste en hacer una traslacién en el tiempo, pero es
1til tenerla escrita con precision.

6.4.4. Corolario.
Sea u en las hipdtesis del lema 6.4.3. Sit; € (0,T), entonces

/Kt(x—y)u(y,tl)dy§u(x,t—|—t1), si 0<t<T -1
RN

La etapa decisiva de los resultados de Widder viene a continuacién.

6.4.5. Teorema.
Sea u € C(RN x [0,T)), tal que, Upy Ug,z; € C(RYN x (0,7T)). Supongamos que
(1) ug —Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(x,t) >0 en RN x [0,7).
(3) u(x,0) =0 en RN.
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Entonces, u(z,t) =0 si (z,t) € RN x (0,7).

Demostracion.
Por el lema 6.4.2. se tiene que

v(z,t) = /ot u(z, s)ds

es solucién de la ecuacién del calor y al ser u > 0, v; > 0y Av > 0. Observamos que
si se prueba que, v(z,t) = 0, se tiene u(x,t) = 0. Por tanto suponemos, sin que ello
suponga restriccién, que u ademas verifica

ii) Au > 0, es decir, u es subdrmonica como funcién de x para t fijo.

Fijamos t1, 0 <t;1 <T y 0 <ty < T —t;. Por el corolario 6.4.4 se tiene que

(6.4.13) M = (4nto)N/? / Ko (y)uly, t1)dy < (47to) N 2u(0,t0 +t1) < 0o
RN
Es claro que si |y| < 2|z| se tiene
P 2

(6.4.14) (4rto) V2K (y) =e 4o >e to .
De otra parte, como u es subarmoénica se tiene la desigualdad de la media para bolas
(5.5.6%), es decir,
(6415)  u(e.t) < — / (g tr)dy < —— / (y.t1)d

<. ulx,t1 Uy, 11)0Y =~ 75N uly,t1)ay,

[Bill2lN Jia—yi<of | Bul|z[N J iy <ola)

pues se tiene que la bola de centro x y radio |z| estd contenida en la bola de centro
el origen y radio 2|z|. Como consecuencia de (6.4.15) y usando también (6.4.14),
concluimos que,

2
=%

|x|N u(z,ty)e” Fo <
v |
o u(y, t1)dy <
|B1| |<2|r|
<—4tN/2/K t1)dy = ——M = M;.
— |B1|( 4 0) to(y)u(y7 1) y |Bl| 1
RN
Es decir, hemos demostrado que
mez
o _l=?
0 <u(z,t1) < M1 < Mye Fo

|| N
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si || > 1. Como u(z,t1) es continua para |z| < 1, estd acotada en la bola unidad.
Por consiguiente, para una constante conveniente, Ma, se tiene

|z|2

(6.4.16) 0 <wu(z,t;) < Mye % , paratodo =€ RM.

Si ahora se tiene en cuenta que u; > 0, concluimos,
L
0 <u(zt) <ulxty) < Mye %o, paratodo (z,t) € RN x (0,t1).
Aplicando el teorema 6.4.1 resulta u(z,t) = 0 en la banda RY x (0,¢;). Como tanto

to y t1 son arbitrarios se prueba el teorema. [

Para finalizar este apartado obtendremos una consecuencia importante del teorema
6.4.5 que mejora el lema 6.4.3, estableciendose la representacién de las soluciones
positivas de la ecuacion del calor como la integral de Gauss del valor inicial.

6.4.6. Teorema.
Sea u € C(RN x [0,T)), tal que, Upy Ug,z; € C(RYN x (0,7T)). Supongamos que

(1) uy—Au=0 en RN x [0,T)
(2) u(z,t) >0 en RN x [0,7).

Entonces se verifica

(6.4.17) / Ki(z — y)u(y,0)dy = u(x,t).
RN

Demostracion.
En el lema (6.4.3) se estableci6 la desigualdad

[ Futo = gyuty.0)dy < u(z)
RN

Por otra parte ambos miembros de la desigualdad son solucién de la ecuacién del
calor, por tanto,

w(zx,t) = u(z,t) — / Ki(x — y)u(y,0)dy > 0,
RN

verifica las hip6tesis del teorema 6.4.5. Consecuentemente w(x,t) = 0 que es lo que
queriamos demostrar. [l
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 6

1. Sea la funcién f : [0,1] — R definida por
f(z) =1 — cos(2mx).
Se considera el problema

Ut — Uy =0, t>0, x€(0,1)
(P) u(0,t) =0=wu(1,t), t>0
u(z,0) = f(x), z€(0,1).

a) Demuéstrese que (P) tiene una solucién regular y que es tnica.
b) Determinese lim; oo u(z,t)
¢) Determinese el méximo de u(z,t) en [0,1] x [0, 00).

2. Sea la funcién f : [0,1] — R definida por
1 — Imrx
— =3 Z
k=0

Pruébese que f € C2((0,1)).
Se considera el problema

Ut — Uy =0, t>0, x€(0,1)
(P) ug(0,t) =0 =uy,(1,t), t>0
’LL(.CC,O) = f(z)v LS (07 1)

a) Demuéstrese que (P) tiene una solucién regular.

b) Considerando la energia E(t) = 1 01 u?(x,t)dz, concliyase si la solucién determi-
nada en a) es unica.

¢) Determinese lim;_, o, u(z,t)

3. Sea f funcién continua y acotada en RY. Para cada k € N, sea B, C R" la bola
de centro el origen y radio k. Sea uy la solucién del problema

u—Au=0, x€ B, T>t>0
(Pr) {(

ux,()):f(a?), lEGBk,
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up, € C(By, x [0,T)). Supongamos que existe M > 0, independiente de k, tal que
|ug(z,t)| < M en el cilindro By, x [0, T]. Demostrar que sobre cada cilindro D x [0, T,
donde D C RY es un dominio acotado,

lim wg(x,t) = u(z,t),
k—oo

donde la convergencia es uniforme y u es la tnica solucién acotada del problema de
Cauchy

uw—Au=0, zeRY, T>t>0
u(z,0) = f(x), x=ecRN.

4. Resolver los problemas siguientes:
a) up — dug, =0, u(z,0) = 2.

b) U — Upe = 0, u(z,0) = e~

C) Ut — Uz =0, u(x,0) = senzx.

5. Sea el problema

Ut — Uge =0, >0, t>0
(P) u(z,0) = f(z), x>0,
u(0,t) =0, >0,

donde se supone que f es continua y acotada en 0 < z < co y f(0) = 0. Demostrar
que (P) tiene una unica solucién acotada. Obténgase la férmula de representacién de
la solucién.

Indicacion.- Hagase una extension impar de f a todo R y apliquese lo estudiado.

6. Probar andlogo resultado al del problema 5), cuando se sustituye la hipdtesis de
acotacién por la hipétesis de crecimiento |u(z,t)| < Meoe’.

7. Demostrar que el problema

Up — Uge = F(x,t), >0, t>0
(P) u(z,0) =0, x>0,
w(0,8) =0, t>0,

donde se supone que F' tiene derivadas primeras continuas y |F(z,t)| < M, tiene una
tnica solucién acotada. Escribase una formula explicita para u.



321

8. Resolver los problemas:
Ut — Uge =0, >0, t>0
(a) u(z,0) =22, x>0,
—uz(0,t) =0, t>0,

Ut — Uge =0, >0, t>0
(b) u(z,0) =0, x>0,
—ugy(0,t)=¢>0, t>0.

9. Sea el problema
Up — Uge =0, I >x>0, t>0
(P) u(z,0) =up(x), I>z>0,
u(0,t) =0=wu(l,t), t>0,

Se llama funcién de Green de (P) a una funcién G(z,&,t) que verifica:
i) Gesregularsit > 0y x # £ y verifica Gy = G si @ # &.

ii) G(0,&,t) = G(l,£,t) =0, es decir, verifica los datos de contorno.
iii)  lim G(z,¢,t)=0.
w;éft—>0
iv) hm f G(x, & t)dr = 1.

(En este sentido se trata de la solucion de un problema con dato singular, concre-

tamente una 6 de Dirac, como se vid en el capitulo 3.)
Constriiyase la funcién de Green para (P), usando la solucién fundamental.

10. Resolver el problema

Up — Ugpe = Fx,t), 1>2>0, t>0
(P) u(z,0) = up(x), I>z>0,
uw(0,t) = ¢(t), u(l,t)=0, t>0,

mediante la funcién de Green hallada en el Problema 9).

11. Resolver los problemas

a) up = dug, + tet, u(z,0) = 2.

b) w = ugy +t senzx, u(x,0) = senz.
a) duy = Ugy, u(z,0) = 227"
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12. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en el plano

u — Au=¢e', (z,y) €R?, t>0
u(z,y,0) = cosz seny, (r,y) € R?

(a)

o) {2ut—Au:0, (z,y) €R?, t>0

u(z,y,0) = cos(zy), (x,y)€ R2.

13. Resolver los siguientes problemas de Cauchy en R?

(P) up — Au =0, (x,y,z)eR3, >0
U(ﬂﬂ,y,»%o) :uo(x,y,z), (x,y,z) S Rg’
para,
a‘) UQ(Z‘,y7 Z) = COS(LU + Y + Z)
2 2 2
b) uo(z,y,z) = e (@ Ty +27)
C) UO(Z‘, Y, Z) (l‘ +vy+ Z)e_(332+y2+z2).
d) uwo(z,y,2) = sen(z+y+ Z)e*(l’2+y2+22).

14. Sea Q € R un dominio acotado y consideremos u solucién del problema,
uw—Au+uP=0, z€Q, t>0

(P) u(z,0) =up(x), x€
u(z,0) =0, x€N.

Supongamos que ug(x) < 0 en 2, jse puede concluir que u(z,t) < 07
Demostrar que si u(x,t) es una solucién de (P), se verifica

u(z,t) < sup(max{0,ug(x)}).

zeQ

15. Dada la ecuacién uy — auy, — bu, — cu = F(z,t), a,b,c € R, a # 0, demostrar
que se reduce a la ecuacién del calor con el cambio de variables

r=y—0bt, t=t, v(yt)=e “Luly—>btt).

Aplicar el resultado anterior para calcular la solucién acotada de los problemas que
siguen.

ut—azum—buz—cu:F(CE,t), reR, t>0
(P)

u(z,0) =up(x), z€R.
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siendo,
a) ug(z) =1, F(z,t)=1,a=1,b=0,c=1.
b) ug(z) = cosz, F(z,t) =e',a=1,b=2,c=1.
) uo(z) =cosx, F(z,t) =€, a=2,b=0,c=2.
) up(z) =1, F(z,t) =tsenz,a=1,b=0,c=1.
) uo(z) =e*", F(z,t)=0,a=1, by c arbitrarios.
Escribir la férmula de la solucién acotada, para F' derivable, ug continua y acotada.

o Ao
Il

16. Sea el problema de Cauchy

(P)

u—Au=0, zeRY, t>0
u(z,0) = ug(z), xRN,

Supongamos 1y € C(RY) tal que para algin § > 0 verifica
(©) Juo ()| < Mse®l*l",

demostrar que entonces,

_le—vl?

1 le—y|?
“(Lﬂzm/@ - ug(y)dy,

RN

1
es solucién del problema (P) en la banda RV x (0, B) Determinar una clase de

funciones donde u sea la solucién tnica.
Demostrar que si se supone que se verifica la condicién (C) para todo § > 0,
entonces u(,t) estd bien definida y es solucién de (P) en RN x (0, 00).

17. Sea 1 . 5
cos 2x
D= ,t —rm/d<zx<m/4, t<=log(= .
{wnl —m/i<e<n/t, t< g log(y o))
Compruébese que la funcién
—t [
u(x,t) = et cosx — 5¢ " cos 2z,

verifica u; — uz, = 0 en D y se anula en la parte de frontera de D dada por la curva

1 1 cos 2z

).

2 cosx

; Qué se puede decir del Principio del Maximo en un caso como este?
Este ejemplo de no unicidad es debido a Bieberbach.
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18. Sea el problema

U — Uz = F(x,t), x€]0,]], t>0,F €C([0,]] x[0,00))
(P) u(z,0) = uo(z), = €0,1], ug € C([0,1])
uz(0,8) =0 =wu,(l,t)

Estudiar:
a) Si el problema tiene solucién unica.

. ., . . . l
Indicacion: Siu yv son soluciones, sea w = u—v. Derivese E(t) = [ |w(z,t)]*dx
y utilicese la ecuacion.

b) Si F =0, lim;— o u(z, t).



