CAPITULO 3

PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE
SERIES E INTEGRALES

DE FOURIER.

METODO DE SEPARACION

DE VARIABLES.

Introduccién

El método de separacion de variables que se describe a continuacion y se estudiard
en detalle a lo largo de todo el capitulo, esta en los origenes de la teoria de ecuaciones
en derivadas parciales. Fue esbozado en la tltima mitad del siglo XVIII, especialmente
por J.Bernoulli y L. Euler, para estudiar el problema de la cuerda vibrante.

La publicacién en 1822 de la ”Theorie Analytique de la Chaleur” por J.B. Fourier
supuso un paso decisivo en la consolidacion del método de desarrollo de una funcién
en serie trigonométrica. La expresion que Fourier obtiene para los coeficientes del
desarrollo en serie trigonométrica de una funcién como la integral de la funcién por la
correspondiente funcién trigonométrica, lo que hoy llamamos coeficientes de Fourier
de la funcién, acelerd, seguramente, los estudios sobre el concepto de integral. En
este sentido los trabajos de Cauchy y posteriormente de Riemann culminaron en la

113



114

integral de Lebesgue y la moderna teorfa de la integraciéon. Es obvio también el influjo
que el problema de desarrollar una funcién en serie de Fourier tuvo sobre la teoria
de convergencia de series, para dilucidar en qué sentido la serie de Fourier representa
a la funcién. El propio concepto de funcién, como hoy se entiende, fue originado
en ardorosas polémicas entre los matematicos de la época. El debate fue motivado
por el significado de desarrollar en serie trigonométrica los datos y la solucién de
los anteriores problemas de ecuaciones en derivadas parciales, conduccién de calor y
vibraciones de una cuerda.

Muchas areas de las Matemaéticas nacieron a propédsito del tratamiento de proble-
mas surgidos en la teoria de series trigonométricas, o bien, de la integral de Fourier.
Como ejemplo pueden citarse la Teoria de Conjuntos y la Topologia.

Las series e integrales de Fourier surgieron para resolver los problemas de la di-
fusion del calor y de las vibraciones de una cuerda. Su desarrollo posterior ha seguido
caminos diversos y ha servido como uno de los motores importantes de la creacion
matematica. Los métodos maés refinados del Andlisis de Fourier han contribuido du-
rante las décadas precedentes al importante progreso de las Ecuaciones en Derivadas
Parciales en el siglo XX, fundamentalmente la teoria lineal.

Como motivacién de lo que se va a estudiar en el presente capitulo, tomaremos el
mismo problema que consideré Fourier sobre la conduccién del calor en una varilla
unidimensional.

Sea una varilla unidimensional de longitud [. La supondremos ubicada en el inter-
valo [0,1] del eje OX.
Llamaremos u(x, t) a la temperatura en el punto « y en el instante ¢, y supondremos
una escala normalizada de forma que todas las constantes fisicas son la unidad.
Consideraremos el problema con las hipétesis siguientes:
i) Los extremos de la varilla se mantienen a cero grados en todo tiempo, es decir,
u(0,t) = 0 = u(l,t).
ii) La temperatura inicial, en ¢t = 0, es conocida. Es decir, u(z,0) = f(z).
Las anteriores hip6tesis junto a lo visto en la seccién (1.3), dan lugar al siguiente
problema

(1) wt=uze z€(0,1), t>0,
(P) (2) u(0,t) =u(l,t)=0, t>0,
3) u(z,0) = f(z).
La idea es buscar soluciones de (1) de la forma
u(z,t) = (x)Y(t),

para lo cual se ha de verificar la ecuacién

U (H)(z) = P(t)¢" (),
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o bien
W) _ @) _
@) o) 7
donde entonces necesariamente A ha de ser una constante. Por tanto, tomando A fijo
y las soluciones de
{w%szww
¢"(z) = Ap(z),

tenemos soluciones de (1) de variables separadas. Es decir, se tiene explicitamente

ux(z,t) = eM(cleﬁx + 026_‘5*"’3), si A#0

up(z,t) = c1x +co, si A=0,

soluciones de (1).

De la familia de soluciones de (1), uy(z,t), se buscan las que verifican las condicién
(2); es decir, tras sustituir en (2), las constantes ¢; y co deben satisfacer el sistema
lineal

6)\t C1 Co) =
(3.0.2) { (et c2) =0

eAt(cle‘/Xl + czef‘/xl) =0

si A # 0. Para A = 0 sélo se encuentra la solucién ¢; = ¢35 = 0, que se corresponde con
la solucién trivial de (1). La condicién necesaria y suficiente para que (3.0.2) tenga
solucién no trivial es que

I )
(3.0.3) dm(e%m gwm>zzewm_e¢m:0

Evidentemente, si A > 0 no se verifica (3.0.3). Sea A < 0 y llamamos —u? = X para
1 € R; (3.0.3) es equivalente a
sen (ul) =0,

es decir, necesariamente,
wl=kr, keN,

que implica
k272

“A="m-. keN.

Como resumen de los cédlculos realizados se tiene que las soluciones de variables se-
paradas de (1) verificando las condiciones de contorno (2) son los multiplos constantes
de

k
ug(z,t) = sen(Tﬂz)e 2", para keN.
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Si se supone que f es un polinomio trigonométrico de senos, es decir,

al km
f(z) = ch SGH(T:L‘),
k=1

por el principio de superposicién o, lo que es lo mismo, por la linealidad de la ecuacion
y de las condiciones del problema (P), la solucién de (1), (2) y (3) resulta ser

k2n2

N N
km o _
u(w,t) = kz_lckuk($7t) = ;ck sen(Tx)e EE

En general el dato f(x) no es un polinomio trigonométrico de senos. La afirmacién
que hizo Fourier ” grosso modo” es la siguiente:

”Cualquier funcion f(x) se puede expresar como una serie de senos”

La anterior afirmacién se escribe como que toda funcién f se puede expresar por
la férmula

flz) = ch sen(kTﬂx)
k=1

para determinadas constantes c.
El propio Fourier sugirié la forma de los coeficientes, precisamente por la expresién

1
(3.0.4) ckp = %/0 f(s) sen(kTﬂ-s)ds,

siendo

l
aE/O |sen(k7ﬂs)\2ds:§.

Si es cierta la conjetura de Fourier el candidato a solucién del problema (P) es

k27r2t

(3.0.5) u(x,t) = ’;ck sen(kwa)ef 2

De todas formas, en las afirmaciones anteriores poco o nada estd claro. ;Que
quiere decir el signo "=" en la series anteriores? ;Dependera del tipo de funcién que
se considere? jQué razén hay para definir los coeficientes ¢; por (3.0.4)7 ;Estard
bien definida la funcién u de (3.0.5)? ;Serd la solucién de (P)?

Este capitulo estd dedicado a contestar las anteriores preguntas, al menos par-
cialmente, y a aplicar los resultados a otros problemas de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.
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La secciones (3.1) y (3.2) se dedican a estudiar los problemas de contorno para
ecuaciones ordinarias de segundo orden, con especial énfasis sobre el problema de
autovalores de Sturm-Liouville. En una primera lectura pueden obviarse algunas de
las demostraciones de la seccién (3.2), sobre todo la de existencia de autovalores.

En la seccién (3.3) se estudia el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace
en el disco unidad de R? y la teorfa de convergencia de series de Fourier. Este estudio
permitird estudiar problemas mixtos unidimensionales para la ecuacion del calor y
de ondas en las secciones (3.4) y (3.5), respectivamente. La seccién (3.6) presenta la
motivacion de la transformacién de Fourier y algunas de sus propiedades elementales.
Esta tltima seccién también es prescindible en una primera lectura.

Una coleccion de ejercicios y problemas pone fin a este capitulo.
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3.1.- Problemas de contorno de segundo orden. Teorema de
la alternativa. Funcién de Green.

Se condiderard el siguiente problema
ao()y” + a1(2)y’ + az(x)y = f(z)

(3.1.1) myy(a) + niy'(a) + pry(b) + iy’ (b)
may(a) +na2y’(a) + p2y(b) + 2y’ (b)

hy
h

1Y
2Y
donde m;, n;, pi, gi, hi € R, i = 1,2 y se supone que ag € C*([a,b]), a1,az € C([a,b]) y

aop(xz) # 0 si z € [a,b]. Salvo mencién en contrario supondremos f € C([a, b]).
Las condiciones de contorno se pueden escribir matricialmente como sigue

my o n1 pr q1 y(a) | _ ([
ma M2 P2 G2 y(b) ha
Mereceran especial atencion los casos particulares siguientes:

(3.1.2) (”81 m 0 O),

0 p2 @

que son condiciones separadas o de Sturm y

10 -1 0
(3.1.3) (o Lo _1),

que con hy = 0 = hy son condiciones periddicas. Como se verd, estos dos casos
particulares tienen propiedades interesantes y ademéas apareceran con frecuencia al
resolver los problemas de ecuaciones en derivadas parciales por el método de Fourier.

Cuando hy = hy = 0 se dira que se trata del problema de contorno con condiciones
homogéneas.

La primera cuestién que se plantea es la existencia y unicidad de solucién del
problema de contorno (3.1.1); téngase en cuenta que se trata de un problema global,
es decir, la solucién ha de estar definida en todo el intervalo [a, b] ¥ las condiciones se
dan en los dos extremos.

Sin embargo, en este caso la respuesta es una cuestién de Algebra Lineal elemental y
representa un modelo muy interesante de argumento: la reduccion de la demostracion
de existencia a la prueba de unicidad para un problema asociado.

Este es el método que se usa en las aplicaciones del teorema de Rouché-Frobenius a
la discusién de sistemas lineales y tiene extensiones a la teoria de ecuaciones integrales
y contextos mas generales. Nos referiremos a este tipo de resultados como teoremas
de alternativa.



Por brevedad vamos a usar la siguiente notacion
(3.1.4) L(y(z)) = ap(2)y” + ar(x)y’ + az(x)y,

y(a))
_ (M1 N1 p1 q1 y(a
U(y):(m2 n2 P2 Q2> y(b)

y'(b)

~

Con esta notacién podemos formular el resultado

3.1.1. Teorema. (de alternativa)
Sea el problema

Ly(z)) = x),
- {<y< )= 1)

U(y) = h € R?,

y el problema homogéneo asociado
(P2)

Entonces se verifica una de las dos alternativas siguientes:

(1) (P1) tiene solucién inica.
(2) (P2) tiene solucion no trivial.

Demostracion. ~
Toda solucién de la ecuacién L(y(z)) = f(x) se escribe como

y() = c161(2) + c2¢2(2) + u(z), 1,2 €R,
donde {¢1, P2} es una base del espacio vectorial
L={yeC’ Ly =0}

v L(u) = f(z).

Por ser lineales las condiciones de contorno se tiene
U(y) = alU(¢1) + c2U(d2) + U(u).

Entonces para que (P;) tenga solucién tinica cualquiera que sea h € R? ha de ser

rango(U(¢1), U(¢2)) = 2.
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Si
rangO(U(¢1)7 U(¢2)) <2,

(P2) tiene solucién distinta de la trivial. O

Nétese que como aplicacién del teorema de Rouché-Frobenius, si

rango(U(¢1),U(¢2)) < 2,

el problema (Py) tiene solucién, y en este caso no es tnica, si se verifica

rango(U(¢1), U(¢2)) = rango(U(¢1), U(d2),h — U(u)).

Como aplicaciéon del teorema de alternativa si suponemos que el problema ho-
mogéneo asociado (Py) tiene sélo solucién trivial, el problema

(3.1.5) {i(y) - J;L

tiene solucién unica, que por linealidad podemos expresarla como suma de las solu-
ciones de los problemas

(3.1.6) {E(yl) -

U(y2)

(3.1.7) { L(y2) = f

=0,
es decir, la solucién y(x) de (3.1.5) puede expresarse por y(x) = y1(x) + y2(x). La
solucién de (3.1.6), una vez conocida la solucién general de la ecuacién diferencial,
es un ejercicio elemental de algebra lineal. Vamos a ocuparnos de dar una férmula
explicita para la solucién de (3.1.7) que tiene interés es s{ misma y en las secciones
siguientes.

La idea es resolver un problema particular, para un segundo miembro singular en
el sentido que se precisard mas adelante, y a partir de la solucién de tal problema se
generard la solucién de (3.1.7).

La solucién del problema con dato singular tiene nombre propio, se llama funcion
de Green del problema (3.1.7).
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3.1.2. Teorema.
Supongamos que el problema

tiene solo solucion trivial.
Entonces existe una unica funcion

G:[a,b] X [a,b] — R

verificando:
(1) G €C([a,b] x [a,b]), ?)—f € C([a,b] x [a,b] — {(z,x)] =z € [a,b]})
(2) %(t*,t) - %(t’,t) = %(t)’ (Condicidn de salto).

(3) Para cada t € [a,b] fijo se verifica LG(x,t) =0 en {a <z <t} U{t <z < b}.
(4) U(G(z,t)) =0 para cada t € [a,b] fijo.

(Se nota
oG, ) G oG, _ ) oG
(3.1.8) oy o= _lim ——(zt) y -07,t)= lim ——(z,1).)
Demostracion.

Sean {¢1(x), ¢2(x)} soluciones linealmente independientes de la ecuacién L(u) = 0,
es decir, una base del espacio vectorial £ = {y € C*([a,b])] L(y) = 0}. Supondremos
la base normalizada de tal forma que en algin z( € [a, b], la matriz wronskiana es la
identidad, es decir,

(3.1.9) (1, 92)(w0) = (zigig; ﬁzgﬁg) - (é (1)>

As{ el wronskiano es W (¢, ¢2) = det ®(¢1,¢2). Fijado ¢ € [a,b] consideramos la
familia de funciones

0 si alzr<t

(3'1'1()) K(l‘,t) - { Cl(t)¢1(1‘) + CQ(t)¢2(x) st t<w< b’

donde ¢;(t), c2(t) € R seran elegidos de forma que

(1) K(tt)=0
(3.1.11) { 0K 0K 1

@) Zh0 -G =
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El sistema (3.1.11) se traduce en

3.1.12 =

(3112) (46 46) (50) =am

que tiene solucién tnica por (3.1.9) y la férmula de Jacobi-Liouville para ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales. ( Véase M. Guzmdn, ”Ecuaciones Diferenciales Or-

dinarias”, Editorial Alhambra 1975, pagina 162).
Resolviendo (3.1.12) obtenemos

(3.1.13) (222) - (—%’1(2) _ﬁg)) <(1)> aol(t) W(¢1,1¢2)(t)’

donde W (g1, ¢2)(t) es definido en (3.1.9). Por tanto,

(%) N W<¢1,1¢2><t> aol(t) <_¢?2($)> '

De esta forma (3.1.10) se convierte en

0 si a<z<t
(3.1.14) K(z,t) = ¢1(t)pa(r) — ¢1(x)ha(t)
ao()W (91, ¢2)(1)

La funcién K obtenida en (3.1.14) verifica las condiciones 1), 2) y 3) del teorema.
Definiremos la funcién

si t<az<b,

(3.1.15) G(x,t) = K(x,t) + dld)l(.’)’;) + d2¢2($),

es decir, como la suma de la funcién K definida en (3.1.14) y una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea, y(z) = dy¢1(x) + dag(x), que serd elegida de forma
que G verifique el requerimiento 4) del teorema. Es obvio, por otra parte, que
cualquier funcién de la forma (3.1.15) continta verificando los requerimientos 1), 2)
y 3) del teorema.

Queda por probar que para t fijo se pueden elegir di,ds € R de forma que G
verifique la condicién 4). Es decir, hemos de resolver el sistema

(3.1.16) diU(¢1) + doU(¢2) = —U(K),
que tiene solucién unica por el teorema de alternativa. Para tal eleccién de d; y ds

tenemos la funcién G satisfaciendo las condiciones del teorema.
A la funcién G se le llama funcion de Green para el problema de contorno. [



123

Ejemplo 1.
Consideremos el problema

x2y” +xy’ +y =0
y(1) =y(e) = 0.

Si se hace el cambio de variable dependiente = e’ se transforma en una ecuacién
con coeficientes constantes que se integra elementalmente. Tras deshacer el cambio
obtenemos que la solucion general de la ecuacion de nuestro problema es

y(x) = c1 cos(log ) + c2 sen (log x).

Es muy fécil ver que el problema homogéneo tiene sélo la solucién trivial. Procedemos
a calcular la funcién de Green. Como se trata de condiciones separadas se pueden
organizar los cdlculos en la forma siguiente.

1) Si se considera

a(t) sen (logx) si 1<z<t
b(t)( sen (logx) — tan(1) cos(logz)) si t<z<e

K(z,t) = {

se verifican los datos de contorno y que es solucién en todo el intervalo [1, ] salvo
en xr =t.
2) Para que K resulte continua basta tomar

a(t) = ¢(t)( sen (logt) — tan 1 cos(logt))

b(t) = ¢(t) sen (logt),

donde c(t) es arbitraria.
3) Si elegimos ahora c¢(t) para que se verifique la condicién de salto, resulta que la
funcién de Green es

G(z,t)

1 ( sen (logt) — tan(1) cos(logt)) sen (logz) si 1<ax <t
~ ttanl

sen (logt)( sen (logxz) — tan(1) cos(logz)) si t<z<e

Con la funcién de Green calculada en el teorema anterior se obtiene la forma
explicita de la solucién del problema (3.1.7), esta expresion es el contenido del siguiente
resultado.
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3.1.3. Teorema.
Supongamos que el problema homogéneo asociado,

L(y) =0
Uly) =0,
tiene sdlo solucion trivial y sea G(z,t) su funcidn de Green.
Supongamos que f € C([a,b]), entonces la unica solucién de (3.1.7) es

b
(3.1.17) y(z) = / G(z,t)f(t)dt.

Demostracion.

La unicidad es consecuencia del teorema de alternativa, (3.1.1). Comprobaremos
que y verifica la ecuacion diferencial, pues las condiciones de contorno es obvio que
son satisfechas por verificarlas la funcién de Green. Se tiene

b x b
y(z) = / G, ) (t)dt = / K (o, t)f(t)dt + / (di1 () + dadha () (£)dt

y por tanto,
(3.118) L)) =L [ K(.0f@a),
dado que el resto es solucion de la ecuacion homogénea.
Calculando directamente se obtiene
T OK
") = | ——(z,t)f(t)dt
V@ = [ Graniw

por ser K(z,z) =0, y entonces

y'@ = [ COE s+ LD

Oz ap(z)

oK
por ser el salto de — en xz =t, igual a

1
Ox ap(t)’

Entonces

B[ Ksod) = [ LG 0) 50+ anle) LD fia),

pues

L(K(z,t)) =0 si a<t<u.
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Asi (3.1.18) y esta ultima observacién prueban el teorema. [

A continuacién estudiamos con mas detalle qué significado tiene la funcién de
Green, lo cual nos permitird entender mejor el resultado del teorema (3.1.3).

Suponemos que se verifican las hipétesis de los teoremas anteriores.

Fijo t € (a,b), consideramos € > 0 tal que, [t —e,t + €] C [a,b], y la funcién

1 0 si z¢ft—et+e]

(3.1.19) fo(®) = 5 Xiee iy (@) = { 1

2e — si €lt—e,t .
5o S @ [t—e,t+¢]

Segun una sencilla extension del teorema (3.1.3), la solucién y.(z) del problema

{E@E(az)) = f(x)
Uy) =0,

es dada por la férmula

b t+e
yg(x):/ G(z,s)f(s)ds = 2—16/)57 G(x,s)ds

Por la continuidad de G(z,t), se concluye que
lim y.(z) = G(x, t).
e—0

Observamos, por otra parte que

(3.1.20) /b fe(z)de =1,

de acuerdo con la definicién de f.. Por tanto,
(1) ili% fe(z) =0si x # 0, siendo el limite infinito en x = 0.
(2) lim [} fo(@)do =1
(3) Sig € C([a,b]) entonces lim 12 g(x) fo(@)da = g(1).

Formalmente tenemos que, llamando §; al limite puntual de la familia { f. }.~0, se
deberia verificar

b
(1) [, 9(@)deda = g(t).
(2) El soporte de d; es sélo el punto ¢ € (a,b).
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Si se aplica (1) a la funcién g(z) = 1 se deberfa tener que fab o:dr = 1, lo cual en el
marco de las funciones integrables choca de plano con la condicién (2) y la teorfa de
la integral: Una funcion con soporte en un unico punto tiene integral cero

Sin embargo los cédlculos formales con objetos como §; son frecuentes y muy ttiles
en Fisica. Fueron desarrollados por el premio Nobel britanico Paul Dirac por lo que a
0¢ se le llama delta de Dirac concentrada en el punto t. Intuitivamente puede mirarse
como una masa unidad concentrada en un punto.

Desde el punto de vista matemadtico, justificar el argumento formal de representar
el limite puntual de {f.}.~¢ por un objeto d;, que a la vista de lo discutido no puede
ser una funcion, requiere el desarrollo de la Teoria de Distribuciones, elaborada en la
década de los cincuenta por el matematico francés L. Schwartz y los rusos Gelfand y
Shilov, y que escapa del alcance de este texto.

Pero al menos formalmente por el momento podemos decir que la funcién de Green
es la solucion, en algin sentido débil, del problema

(3.1.21) {i(G(x»_t)) = 6()

U(G) = 0.

De esta forma si se interpreta el segundo miembro de (3.1.7) como una densidad,
f(t) en cada punto ¢ € (a,b), la férmula (3.1.17) puede leerse como la “suma” de las
soluciones de (3.1.21) multiplicadas por la densidad en cada punto. Realmente es una
extension del principio de superposicién a integrales.

Como resumen, el calculo de la solucién de un problema singular, es la clave para
obtener la solucién de (3.1.7).

Otro punto de vista interesante que sugieren los resultados anteriores es el siguiente.

Consideremos

E={peC(a,b]) | U()=0}

es decir, las funciones con dos derivadas continuas que satisfacen las condiciones de
contorno. Entonces el operador diferencial L puede verse como la aplicacion

L:&— C([a,b])

que es lineal y uno a uno, pues se supone que el problema homogéneo asociado tiene
s6lo la solucidn trivial. Pero por el teorema (3.1.3), definiendo

G:C([a,b]) — €,

por

b
(3.1.22) Gf(z) = / G(z,t)f(t)dt,
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se tiene
(3.1.23) LG f(x) = f(x),

luego G es la aplicacién inversa de L. Ademas la unicidad de solucién implica también
que

(3.1.24) GLu(z) = u(x).

Esta algebraizacion del problema serd 1til. Para que asi sea, dotamos al espacio de
funciones continuas de una norma parecida a la euclidea en R, en el sentido de que
es inducida por un producto escalar.

M4s precisamente, si f, g € C([a,b]) definimos el producto escalar

b
(3.1.25) (f.9) = / F(Dg(tdt,

entonces la norma asociada es

b . 1
(3.1.26) 1fll2 = (/ [f(O)Pd)= = ((f, f))=.

La tnica propiedad que requiere alguna demostracién no obvia es la propiedad
triangular de la norma, la cual estd basada en la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
que se obtiene a continuacién.

3.1.4. Lema. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
Se verifica

[l < 1 l2lgll2

Demostracion.
Sean x,0 € R. Entonces,

0<|f —2e®g|3 = (f —xeq, f —weg) = || f||3 — 2R[ze~“(f, 9)] + 2?| 9|3

Tomando 6 = arg(f, g) se tiene

0 < |If —ze”gll3 = I£15 — 2z[(f, 9)] + =*[|gl3,

en consecuencia el polinomio de segundo grado debe ser positivo o cero, es decir

(912 < If1I309113

como se queria demostrar. [
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La desigualdad triangular se obtiene por el siguiente calculo
1F + gll3 = I£13 + 2R(f, 9) + llgll5 <
< IFIE + 200, ) + Nlgllz < 1F1I3 + 201 Fll2llgllz + llglz = (1£ll2 + llgll2)*.

Ademis la desigualdad de Cauchy-Schwartz permite establecer las propiedades de
la aplicacién G que se usaran.

(1) Se verifica que existe una constante C' > 0 tal que

(3.1.27) 1Gfll2 < Clifll2, st f€C([a,0])
En efecto, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz,

b b
6718 = [ 1 [ Gl <
b b b
< [ 6@ opan([ 15w Payds -

(f b / " (G 1) ) / "o
)

que prueba (3.1.27).
(2) Si f es continua se verifica

b
(3.1.28)  [Gf(x)| S/ G, Dllf®)ldt < sup |G, 6)|(b—a)? | fll2,

(z,t)E€la,b] X [a,b]
donde la ultima desigualdad resulta de aplicar la desigualdad de Cauchy-
Schwartz.

(3) Para cada € > 0, existe d(g) > 0, que depende s6lo de G y e, tal que si
|z —y| < 0, entonces

(3.1.29) Gf(x) — Gf(y)| < ell fll2(b— a)?.

En efecto, la continuidad uniforme de G en [a,b] X [a,b] implica que, dado
e > 0, existe 6 > 0, tal que si | — y| < 4, entonces |G(z,t) — G(y,t)| < e. La
desigualdad de Cauchy-Schwartz permite terminar y obtener (3.1.29).
De las propiedades 1), 2) y 3) concluimos
3.1.5. Proposicién.

Sea B = {f € C([a,b])] |Ifll2 < R}. Si se considera el conjunto de funciones
G(B) ={G(f)| f € B}, severifican

(1) sup |Gf(x)] < M(b—a)2R, donde M = sup |G (z,t)]
z€[a,b] (z,t)€la,b]x[a,b]
(2) Dado € > 0 existe § > 0 tal que si |x —y| < J, entonces

|gf(x)—gf(y)|§€R(b—a)%, para toda feB.
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Por su importancia, la propiedad 2) recibe nombre propio, las familias de funciones
que la verifican se dicen equicontinuas, viniendo la palabra a expresar que el niimero
0 > 0 que se postula existe, no depende mas que de € y es independiente de los puntos
y de la funcién f. Para ser més formales recogemos las ideas anteriores como sigue.

3.1.6. Definicién.

Sea F C C([a,b]) una familia de funciones. Diremos que F es equicontinua si se
verifica que para cada £ > 0 existe § > 0 tal que si |z —y| < J, entonces |f(x)— f(y)| <
€ para toda f € F.

Nota. Lo que sigue puede ser omitido en una primera lectura, en la cual, algunos
de los teoremas de la seccion siguiente donde se utiliza, pueden ser admitidos sin
prueba. No obstante para que el texto sea lo mds autocontenido posible nos ha parecido
oportuno hacer esta pequena incursion en el Analisis Real.

Haremos una primera observacién sobre un ejemplo. Si se considera la sucesién de
funciones continuas en el intervalo [0, 1] definida por

1 si 0<z<i
(3.1.30) fa@) =3 1-n(@—3%) si f<a<i+i
0 si t4+1i<z<1, n=3/4...,

se tiene que sim > n
n,m— oo n—oo 2N

como se comprueba facilmente por integracién elemental. En este sentido podemos
decir que {f,}n>3 es una sucesién de Cauchy en C([a,b]) con respecto a la norma
I |l2, definida en (3.1.26). De otra parte el limite puntual de la sucesién es muy facil
ver por inspeccién directa que es la funcién

0 si

que no es continua. Por consiguiente el espacio de funciones continuas en [0, 1] con
la norma definida en (3.1.26) tiene la dificultad de que no toda sucesién de Cauchy
tiene como limite una funcién continua. Por esta razén se dice que el espacio C([0,1])
con la norma || |2 no es completo. Este problema en el paso al limite es una difi-
cultad seria que hay que evitar. Para ello la idea es completar el espacio de funciones
continuas anadiendo aquellas funciones que son limites puntuales de sucesiones de
Cauchy respecto a la norma || ||2. Procedemos a continuacién a indicar la solucién
del anterior problema en el paso al limite.

Se consideran funciones integrables con respecto a la integral de Lebesgue.

Como referencia complementaria de teoria de la integral sugerimos el texto de De
Barra, ”Measure Theory and integration”, Ed. Ellis Horwood Ltd.(1981).
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Sea el espacio de funciones
b
L) = {F: [0} — CIf medible, [ |7(6)dt < oo},

es facil ver que L? asi definido es un espacio vectorial. Ademds si se define

b
(o) = [ raae

es un producto escalar en L?. La prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwartz es
aplicable aqui también.

Se consideraran dos funciones equivalentes si son iguales salvo en un conjunto de
medida cero y se consideraran los elementos de L? como las clases de equivalencia
respecto a esta relaciéon. Es claro que, con esta precision, la extension de la definicién
(3.1.26) define una norma sobre L?. Dejamos al lector que complete los detalles de
esta ultima afirmacién.

Podemos establecer ahora el resultado bésico.

3.1.7. Proposicién.
Sea {fn}nen sucesion de Cauchy en L*([a,b]), entonces existe f € L*(|a,b]) tal
que

T [1fo— £l = 0.
(Es decir, L*([a,b]) es completo.)

Demostracion.
Dada la sucesién {f,, }nen, seleccionamos una subsucesion { f, }nen tal que

1
(3.1.31) 1w = frniallz < 5y mEN,

lo cual es posible por tratarse de una sucesién de Cauchy.
Definimos

gm(ac) = Z |fkn('r) - fk:n+1(x)‘7
n=1
con lo que se tiene

(3.1.32) { (1) gm(x) < gmy1(x) paracada x € [a,b],

(#4)  |lgm(2)]]2 <1 (en virtud (3.1.31)).

Por (i) en (3.1.32) existe g(z) = lim g, (2), salvo en un conjunto de medida cero de

[a, b]. El teorema de la Convergencia Monétona de Lebesgue demuestra que:
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1) g & L*([a.1]).
2) Jim_ [ lgm (@) = g(z) dz = 0.
Ademas,

m—l

| fin (@) = fra @) < D iy (@) = Sy (@)] < g(@) = s (@),

j=l41

y en consecuencia { fi, (x)}nen es una sucesién de Cauchy en z € [a, b]—E, E conjunto
de medida cero. Por tanto existe una funcién medible f tal que lim, o fx, () = f(x)
en z € [a,b] — E. Si observamos lo demostrado hasta ahora podemos resumirlo en la
siguiente afirmacién que tiene interés en si misma.

Dada una sucesion de Cauchy en L2, existe una subsucesion que converge puntual-
mente salvo en un conjunto de medida cero.

Es obvio que
a) |f(x) — fx, (z)| < g(x) para cada n € N, por tanto,

Ifll2 < 1f = froll2 + [ fknll2 < llgllz + 1 o, ll2 < o0,

o, dicho de otra manera, f € L?([a,b]).
b) lim, 0o |f(2) — fi, ()] =0 en todo = € [a,b] — E
El teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue con a) y b) prueba que

Jim [|f = fr,ll2 =0

Para terminar, sélo hace falta notar que al ser {f,},en sucesién de Cauchy, se
tiene que toda la sucesion converge a f, es decir,

kllnolo f = frllz=0.

|

En las seccién 3.3 probaremos que las funciones continuas son densas en L2, por
tanto no incidimos maés aqui en ese resultado.

La norma de L? se define por el producto escalar y L? resulta ser completo respecto
a ella. Es lo mismo que ocurre en RY con la norma euclidea. Esto sugiere que la
geometria de L? sea muy parecida a la euclidea. Se verd en las préximas secciones que
hay una gran similitud de estructuras geométricas, como se presume. Los espacios
cuya norma procede de un producto escalar y que respecto a ella son completos son
conocidos en la literatura como espacios de Hilbert, en honor del eminente matematico
germano David Hilbert.
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3.2.- Problemas autoadjuntos.
Problema de Sturm-Liouville. Autovalores.

Consideremos el operador diferencial L definido para cada y € C?([a, b]) por

L(y)(z) = ao(x)y" () + a1(2)y () + az(z)y(z),

que es el considerado en (3.1.4).

Supondremos que ag € C([a,b]), que a1, az € C([a,b]) y que ag(z) # 0 para todo
x € [a,b]. Con estas hipétesis de regularidad, multiplicando la ecuacién L(y) = f
por una funcién g € C!([a, b]) tal que g(z) # 0 en cada x € [a, b], resulta la ecuacién
gi(y) = gf, la cual tiene por soluciones la misma familia de funciones que la ecuacion
de partida. Esta observacién elemental lleva a buscar una funcién g tal que la ecuacion
resultante tenga forma autoadjunta en el sentido que precisaremos a continuacion.

Buscaremos, en particular, una funcién g tal que se pueda escribir la identidad
siguiente

(3:2.1)  g(@)(ao(2)y" (2) + ar(2)y'(z) + az(2)y(x)) = (p(2)y ()" + q(2)y ().

La funcién g ha de verificar
p=aog, P =gai, ¢=ga,

es decir, se debe tener que (gag)’ = gay o, lo que es lo mismo,

(3.2.2) J(2) = (A @)y oy
ag(x)

Cualquier solucién no nula de (3.2.2) es valida para conseguir la ecuacién en la forma
(3.2.1). La solucién general de (3.2.2) es

et

= a al(S) S
9(x) = g(a) ooy

La forma para el operador L,
(32.3) L(y)(z) = (p(2)y ()" + a(z)y(z),
se llama forma autoadjunta. Por lo visto tenemos que las ecuaciones i(y) =fy

L(y) = fg son equivalentes, en el sentido que tienen las mismas soluciones. A partir
de ahora consideraremos los problemas de contorno escritos en forma autoadjunta, con
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las hipétesis resultantes de los célculos anteriores, es decir, p € C*([a,b]), ¢ € C([a,b])
y p(z) # 0, cualquiera que sea = € [a,b]. El problema de contorno

L = N _
(3.2.4) { U(é//)) - (:y ) +ay=f

con las condiciones de contorno separadas, precisamente las que corresponden a la

matriz
<m1 ny 0 0 )
0 0 p2 q)’

se llama problema de Sturm-Liouville.
Paralelamente estudiaremos el problema (3.2.4) con condiciones periédicas, es de-

cir, las dadas por la matriz
10 -1 0
01 0 =1/’

en cuyo caso supondremos también

Observamos que estas son las condiciones (3.1.2) y (3.1.3), respectivamente. Es-
tos dos problemas son el objeto de estudio de esta seccion. Comenzamos por estu-
diar las propiedades formales comunes al problema de Sturm-Liouville y al problema
periédico, que son claves para estudiar el problema de autovalores asociado a (3.2.4)

3.2.1. Lema. (Identidad de Lagrange)
Sea L definido por (3.2.3) y sean u,v € C*([a,b]). Entonces se verifica

(I-1L) uL(v) —vL(u) = (p(uv’ — u'v))’

Demostracion.
Es un simple cédlculo con determinantes, a saber,

(v 5t) el )=
pdet(z Z::>+p’det<z Z:)
el )

0

Sea E = {¢ € C%([a,b])|] U(¢) = 0}, donde U es (3.1.2) o (3.1.3) y en este caso,
p(a) = p(b).

~
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3.2.2. Corolario. (Identidad de Green)
Siu,v € E, entonces

(u, Lv) = / b uL(v)dz = / bL(u)vdz = (Lu, v)

(Ndtese que se trata del producto escalar definido en (3.1.25), para funciones
reales.)

Demostracion.
Por (I — L) se tiene

(u, Lv) = (Lu,v) = p(b) (u(b)v'(b) — v(b)u' (b)) — pla)(u(a)v'(a) — v(a)u'(a)) =0,

si las condiciones de contorno son (3.1.2) o (3.1.3) y p(a) = p(b). O

El resultado anterior pone de manifiesto una propiedad de simetria del operador L
en el espacio . Hay una analogia con lo que ocurre en el caso de una matriz simétrica
A en RYM. En efecto, si A es una matriz simétrica en R se tiene,

(Az,y) = (z,Ay), paratodo z,y¢c RN,

Los problemas de contorno verificando la identidad de Green se llaman problemas
autoadjuntos. En este sentido el problema de Sturm-Liouville y el problema periédico
son problemas autoadjuntos.

Las matrices simétricas son diagonalizables por un cambio de base; la conjetura
es que, siendo el operador L simétrico sobre E, también sea diagonalizable en algin
sentido.

Por esta analogia, haremos una disgresién sobre la estrategia que se sigue en la
diagonalizacion de matrices simétricas.

En primer lugar se tiene que si A es una matriz simétrica real sus autovalores
son reales. Ademds el mayor de los autovalores se calcula resolviendo el siguiente
problema de méaximo condicionado:

Determinar el mdrimo de F(z) = (Ax,x) sujeto a la condicion ||z|* =1

(Véase el texto de W. Fleming ”Functions of Several Variables” Ed. Springer
Verlag 1977, pdgina 163, para encontrar todos los detalles.)

Una vez encontrado el autovalor \;, valor méximo, y un autovector unitario e;
donde se alcanza, se considera H, hiperplano ortogonal a e;. Se plantea el problema
de méaximos condicionados que sigue:

Determinar el mdzimo de F(x) = (Ax,z), sujeto a las condiciones ||z||> = 1 y
(x,e1)=0.

La ultima condicién es equivalente a que z € H, es decir, se considera el problema
proyectado sobre H.
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Su solucién da el autovalor Ao < A y un autovector, es.
De esta manera, por reiteracion del proceso anterior, se determinan todos los au-
tovalores de A.

Se trata ahora de calcular los autovalores de L sujeto a las condiciones de contorno
homogéneas, separadas o periddicas con p(a) = p(b). Para precisar damos la definicién
correspondiente.

3.2.3. Definicion.
Sea el problema

(3.2.5) { L(y) = (py) +ay = My

Uly) =0,

se dice que A € C es un autovalor de (3.2.5) si existe solucion no trivial del problema.
Si A\ es un autovalor de (3.2.5), y ¢ € E, ¢ # 0, verifica L(p) = \p, diremos que
¢ es una autofuncion correspondiente al autovalor .

La idea es ensayar el mismo método usado en el caso de las matrices, para calcular
los autovalores de (3.2.5).
La primera dificultad es que la funcion

definida sobre las funciones de F, no necesariamente esta acotada en términos de
||¢]]2 = 1. El lector puede pensar en funciones ”pequerias” con derivadas muy grandes
para convencerse de la anterior afirmacién. Puestos a poner dificultades, no esté claro
que exista algiin autovalor para (3.2.5), cosa que en el caso de las matrices se tiene
gratuitamente por aplicacién del teorema fundamental del Algebra o por el teorema de
Heine Borel que afirma que una funcién continua sobre la esfera, que es un compacto
de RY, tiene méximo. No hay algo parecido para el caso que nos ocupa, el espacio
E tiene dimensién infinita y entonces la correspondiente esfera no es compacta. Esto
quiere decir que tendremos que trabajar mas para probar que existen autovalores del
problema (3.2.5).

La primera etapa en este proyecto es formal y bastante elemental. Supongamos
que el problema

(3.2.6) { L) = ?)

tiene sélo solucién trivial. (En caso contrario A = 0 es autovalor y estd probada la
existencia).
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En la hip6tesis anterior para (3.2.6), podemos calcular la funcién de Green, G(z, t),
del problema de contorno, como se ha demostrado en el teorema (3.1.2). De esta forma
se puede considerar también la aplicacién

G :C(|a,b]) — E C C([a,b])

por

b
(3.2.7) Gf(z) = / G(z, t)f(t)dt,

siendo as{ G el inverso de L sobre E, como prueba el teorema (3.1.3). Por tanto, si A
es un autovalor para el problema de contorno, es decir, si existe ¢ € E tal que ¢ # 0
verificando L¢ = A@, entonces ¢ = GLp = A\G¢p. En otras palabras, si A es autovalor

del problema de contorno, entonces p = \ es autovalor de G, inverso de L en E. Es

1
obvio también que si p es autovalor de G, — es autovalor del problema de contorno.
7

De esta forma la primera conclusién es que

El estudio de los autovalores del problema de contorno, es equivalente a estudiar
los autovalores de G.

La primera ventaja que se aprecia de esta estrategia es que G verifica una condicién
de acotacién andloga a la que verifican las matrices, mas concretamente, se tiene

b
Gf, f) = / G f(2) f(x)di <
b b
< ([ losran 2 [ 1@l < i

tras aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad (3.1.27). Observamos
que la desigualdad anterior, es decir,

(3.2.8) (@1, f) < CIIfI3,
es el mismo tipo de desigualdad que se obtiene para las matrices.
De otro lado, del Corolario (3.2.2) se concluye una propiedad de simetria para G,
es decir, si u,v € F tenemos
(3.2.9) (u, Lv) = (Lu, v).
Pero entonces, si f, g € C([a,b]) y lamamos u = Gf y v = Gg, por (3.2.9) se obtiene

(3.2.10a) (Gf,9)=(f.99)
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Dicho de otra manera G es también simétrico sobre C([a, b]), y ademés verifica (3.2.8).
Como consecuencia de la propiedad (3.2.10a) resulta que la funcién de Green ha
de verificar la propiedad de simetria

(3.2.100.) G(z,t) = G(t,x), z,t€a,b

Antes de ocuparnos de la existencia de autovalores para G, o bien, para el problema de
Sturm-Liouville o para el problema peridédico de forma equivalente, daremos algunas
propiedades elementales de autovalores y autofunciones, que se desprenden de lo que
hemos estudiado hasta ahora.

3.2.4. Proposicién.
A) Consideremos el problema de Sturm-Liouville, es decir, (3.2.4) con las condiciones
de contorno (3.1.2). Sea G el correspondiente operador inverso definido por (3.2.7).
Entonces,

(1) Si X es autovalor de G, necesariamente A € R.
(2) Si A1 # Ay son autovalores de G y &1, ¢ autofunciones correspondientes, se

verifica

(¢1,02) =0
(Es decir, ¢1 y ¢2 son ortogonales respecto al producto escalar definido por
(5.1.25)).

(3) Si ¢1 y b2 son autofunciones correspondientes al autovalor A de G, existe
¢ € R tal que ¢1 = coo. (Es decir, todo autovalor del problema de Sturm-
Liouwille, es simple).

B) Si se considera el problema periddico, es decir, (3.2.4) con la hipdtesis p(a) = p(b)

y las condiciones de contorno (3.1.3), se wverifican las conclusiones 1) y 2) del

apartado A).

Demostracion.
La prueba de (1) y (2) es idéntica en los casos A) y B). En efecto,
(1) Por ser G simétrico se tiene que si ¢ es una autofuncién correspondiente a A

(3.2.11) 0=1(G,¢) — (,G0) = (A = N)($,¢)

que prueba (1).
(2) Por el mismo argumento de simetria y teniendo en cuenta (1),

0=(G91,02) — (¢1,G02) = (A1 — A2){d1, P2),

que prueba este apartado.

Con la hipétesis de que se tienen condiciones separadas probamos el apartado (3)
(3) Si hubiese dos autofunciones u y v correspondientes al autovalor A, consideramos

el determinante wronskiano de estas dos soluciones

W (u,v)(z) = u(z)v'(x) — u'(z)v(z).
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Por verificar las condiciones de contorno se tiene

{ miu(a) + niu'(a) = 0,
miv(a) + nv'(a) = 0

)

y sustituyendo se obtiene W(u,v)(a) = 0. Pero entonces por ser soluciones de
la ecuacién diferencial de segundo orden, W(u,v)(z) = 0 para cada z € [a,b], y
por tanto son funciones linealmente dependientes, es decir, existe ¢ € R tal que
u(z) = cv(x). (Véase el texto de G.F. Simmons ”Ecuaciones Diferenciales. Con
aplicaciones y notas historicas”, Ed Mc Graw Hill (1993) pag 90-91) O

Nota.

El problema periddico no satisface la conclusion (3) de la Proposicion (3.2.4), como
pone de manifiesto el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.
Sea el problema

(P) y(0) = y(2m)

El claro que { senkx,coskx} son autofunciones correspondientes al autovalor A\, =
k%, k € N.

Podemos considerar
G : L*([a,b]) — L*([a, b))

puesto que

b
(3.2.12) Gf(x) :/ Gz, t)f(t)dt
estd bien definido para f € L?. Ademéds de la desigualdad (3.2.8) se tiene

(3.2.13) 1GFll2 < el fl2,

como se probo en la seccién 3.1.

La continuidad de G(x,t) permite demostrar la continuidad de Gf para f € L2,
pero el resultado siguiente mejora esta propiedad de G y establece una condicién de
acotacion. Ambas seran importantes para demostrar la existencia de autovalores.
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3.2.5. Teorema.
Sea

X={Gf |ferl? |fll2<1}.

Entonces X wverifica
1) X es uniformemente acotado, es decir, existe M > 0 tal que

|Gf(z)| <M, para cada x € [a,b] ycada [ tal que |f]l2 <1

2) X es un conjunto equicontinuo, es decir, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para
cada x,y € [a,b] tales que |x —y| < & se verifica |Gf(x) — Gf(y)| < € para toda
GfeX

Demostracion.
1) La acotacién uniforme es justamente la desigualdad (3.1.28), junto a que || f|]2 < 1.

2) De la misma forma la equicontinuidad, resulta de la desigualdad (3.1.29) y de que
[fllz<1. O

La importancia del teorema (3.2.5) es que para los conjuntos de funciones verifi-
cando las hipotesis de X, se tiene la propiedad de Bolzano-Weiertrass para la conver-
gencia uniforme, es decir,

Toda sucesion de funciones en X tiene una subsucesion uniformemente conver-
gente.

Esta propiedad de X se recoge diciendo que X es relativamente compacto. En este
sentido tenemos que

X es relativamente compacto en C([a,b]) respecto a la convergencia uniforme.

En las hipotesis de acotacién uniforme y equicontinuidad que verifica X, la propiedad
de Bolzano-Weierstrass fue demostrada por Ascoli y su resultado fué generalizado por
Arzeld. Pasamos a dar una prueba del lema de Ascoli-Arzeld para conveniencia del
lector.

3.2.6. Lema. (Ascoli-Arzeld)
Sea K = [ay1,b1] X ... x [an,by] C RY, intervalo cerrado y acotado. Sea {fn}nen
sucesion de funciones continuas en K con valores reales verificando
i) (Acotacion uniforme.) Existe una constante M, 0 < M < oo, tal que |f,(z)] < M
para todo x € K y todo n € N.
it) (Equicontinuidad.) Dado € > 0 existe § > 0 tal que si x,y € K verifican |z —y| < ¢
entonces | fn(z) — fn(y)] < € cualquiera que sea n € N.
Entonces existe una subsucesion { fx, }nen que converge uniformemente.

Demostracion.
Por la hipdtesis i) se tiene que

UnGN{fn(x) |1‘ € K} C [*Mv M]a
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es decir, el conjunto formado por las imagenes de la sucesién en R, es acotado. Pode-
mos ahora usar la hipdtesis ii) para la sucesién €, = %, con lo que obtenemos una
sucesién d,, > 0, que podemos suponer decreciente, tal que si z,y € K, | — y| < 0y,

1
|fm(2) — fm(y)] < — cualquiera que sea m € N.
n

Para cada n € N consideramos el correspondiente §,, y del recubrimiento por bolas de
radio §,, de K extraemos, por compacidad, una familia finita de bolas, que continua
cubriendo a K,

{B(?),.... Bl

Una vez fijadas todas las bolas y sus centros, utilizamos el proceso diagonal de Cantor
en la siguiente forma. Por la propiedad de Bolzano-Weierstrass en la recta real, para
£1 = 1 tomamos una subsucesién {f!},en tal que

\f%(x]l) — f,ln(x]l)| <1, paratodo j=1,...,7(1).

Por analogo argumento, para 5 = % existe una subsucesion de la anterior,

{fr%}nEN C {fylz}neNu

de forma que
(27 2 (22)] < & todo j =1 2
‘fn(xj)_fm(xj>|<§7 para todo j = ,...77"( )

Asi, por recurrencia, para e, = 1 construimos una subsucesion { f¥},en de { /57! }nen,
de forma que

k) — 7 () < L

2 para todo j=1,...,r(k).

Por tanto, para cada = € K y cada k € N podemos encontrar j € {1,...,r(k)} tal
que |z — 2%| < &), y entonces

|£2 (@) = Fn@)] <12 (@) = )]+ 1 (25) = )]+ | (af) = fr@)] < %

donde el primer y tercer sumando se acotan por % en virtud de la equicontinuidad, y

el segundo por la construcién anterior. En resumen se tiene

| w

sup | £ (z) = fi(2)] <
reK

Tomamos la subsucesion diagonal, es decir, {f"}nen C {f¥}nen, para todo k € N
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Observamos que por construccién la sucesién {f"},en verifica que dado € > 0,

1
tomando kg € N tal que o < ey m,n > kg, entonces
0

(%) sup [f(z) = f!(z)] < 3e,
rzeK

que es lo que se entiende como que la sucesién diagonal es uniformemente de Cauchy.
Fijado = € K la propiedad (x) implica que existe limite puntual, es decir,

lim f;(z) = f(x).

n—oo

Pero de otra parte (x) implica que en cada x € K, si n > ko,
Tim (£ @)~ £ = |F2() - F)] < 3.

es decir, la convergencia es uniforme. [
Podemos ahora parafrasear los resultados obtenidos para G en el siguiente corolario.

2.3.6’ Corolario.
Si {folnen € L? es tal que ||fnll2 < 1, entonces de {Gfn}nen se puede obtener

una subsucesion uniformemente convergente.

La abstraccion de esta idea a espacios generales es el concepto de operador com-
pacto, donde la convergencia es la propia de cada espacio. Observemos que en este
sentido podemos decir que el operador G es compacto como aplicacién de L? en L?;
en efecto si {Gf,}nen converge uniformemente, entonces también converge respecto
a la norma de L2.

Dado el operador

G : L*([a,b]) — L*([a,b])

definido en (3.2.12), por verificar la acotacién (3.2.13), permite definir

(3.2.14) 1G]l = sup [|Gf]2-
I£ll2=1

La férmula (3.2.14) define una norma sobre la clase de las aplicaciones lineales, T, de
L? en si mismo, tales que existe ¢ > 0 verificando

ITfll2 < el fl2-

Esta afirmacion es un buen ejercicio que se deja al cuidado del lector.

Retomamos la linea argumental y vamos a probar un resultado técnico, que per-
mitird intuir la similitud en el cdlculo de autovalores de G, con lo que se hace para
calcular los de las matrices.
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3.2.7. Lema.
Sea G definido en (3.2.12) y ||G|| definido por (3.2.14). Entonces se verifica
(3.2.15) G| = sup [{(Gu, u)|.
u€C([a,b]), [|lull2=1
Demostracion.
Llamemos

n= sup [(Gu, u)|.
u€C([a,b)), ufl2=1

Siu € C([a,b]) y |Jullz =1, la desigualdad de Cauchy-Schwartz prueba que
[(Gu, w)| < [|Gullzllullz < (1G],

es decir,

(3.2.16) n <G

Para probar que n > ||G||, consideramos para u,v € C([a,b]) tales que |jul2 = 1,
[oll2 =1,

(Gu+v),u+v) =
(3.2.17) = (Gu,u) + (Gv,v) + 2(Gu, v) <

< nflu+ol3,

por la definicién de 1 y por ser G simétrico. De igual manera se tiene que

(G(u—v),u—v) =
(3.2.18) = (Gu,u) + (Gv,v) — 2(Gu, v) >
> —1l|u —v]|3.

Sustrayendo de (3.2.17), (3.2.18) se obtiene
(3.2.19) AGu, v) < n(llu+ o3+ llu—wvl3) = 2n(lul3 + [[v]3),

donde la ultima identidad es conocida como identidad del paralelogramo por su obvia
interpretacién geométrica, (u + v y u — v son las diagonales del ”paralelogramo” de
lados u y v).

Gu
1Gull2

Como ||ullz = 1, tomando en (3.2.19) v = se tiene

Gu

2.2 4 _—
(8.2.20) SR

) < 2n(flull3 + 1) = 4n,
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es decir,

(3.2.21) |Gull2 <,
y entonces

(3.2.22) 1GII <n,

que con (3.2.16) prueba el resultado. O

El lema anterior permite conjeturar el valor del mayor autovalor de G, a la luz de
lo que ocurre en el caso de las matrices. Es decir, si consideramos

f(u) = ‘<gu>u>|7
el autovalor mayor debe ser

Al = sup F(u),
ueC((a.b]), [lull2=1

para lo cual habrd que encontrar u € C([a,b]) de forma que se alcance el supremo.
El resultado probado en el lema (3.2.7), en combinacién con la anterior conjetura,
sugiere de manera natural enunciar el resultado siguiente.

3.2.8. Teorema.
Sea A\ = ||G||, entonces A 0 —\ es un autovalor de G.

Demostracion.
En virtud del lema (3.2.7), existe una sucesion {u,}nen C C([a,b]), |lupll2 = 1
para todo n € N, verificando

(3.2.23) lim |(Gty, wn)| = G = A

n—oo

De esta forma podemos suponer que existe una subsucesion tal que
lim (Gug,,uk,) = [|G]] = A,
n—oo

o bien
lim (Gug,,ux,) = [|G]| = =\

n—oo
Supondremos, sin perdida de generalidad, que ocurre lo primero y denotamos de
nuevo a la subsucesién como {uy, }nen. Por el lema de Ascoli-Arzeld (3.2.6) y el teo-
rema (3.2.5) se tiene que existe una subsucesién, la cual denotamos por {Guy, }nen C
C([a,b]), que converge uniformemente a una funcién continua ¢. Es decir,

(3.2.24) lim Gu, = ¢ uniformemente.
n—oo
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Entonces también se tiene

(3.2.25) Jim |G, — olI3 = Jim. /b |Gun () — ¢(x)>dz = 0
y se continta verificando ’
(3.2.26) nlL%(Qun,un> =\
De la continuidad de la norma y de (3.2.25) se concluye
(3.2.27) Tim [[Gunllz — 8l < lim_ [[Gu, — 6] =0,
es decir
(3.2.28) 1[Gz = (]2

Probaremos que ¢ verifica

Go = Ao,
con lo cual quedard probado que A es autovalor de G. En primer término probamos
que ¢ # 0. En efecto,

(3.2.29) 0 < [|Gu, — /\UnH; = ||gun||§ + )‘QHUnH% = 2MGUn, Un),
pasando al limite, teniendo en cuenta (3.2.26), (3.2.28) y que ||u,||2 = 1, se obtiene
(3.2.30) 0 < lim [|Gguy — Aun 3 = |65 — X,
por tanto,
(3.2.31) 6]l5 > A% >0,
luego ¢ # 0.
Por otra parte la definiciéon de A implica que
(3.2.32) |Gun|3 < A%,
por tanto de (3.2.29) se concluye
(3.2.33) Jim {|Guy, — g |3 < 207 — 27 lim (Gun, ) = 0.

Entonces por la propiedad triangular
0<|Go— Aoz <
(3.2.34) <196 = G(Gun)ll2 + 19(Gun) = AGun|l2 + [|AGun — Ad|l2 <
< 1Glll¢ = Gunllz + 1G][[Gun — Aunllz + Al|Gun — ¢|l2
El primer y tercer sumando tienden a cero por (3.2.25) y el segundo tiende a cero por

(3.2.33). En consecuencia, ||Go — Ag||2 = 0.
Asi se tiene G = A¢ con ¢ # 0, que era lo que querfamos demostrar. [

Probada la existencia de autovalores para G o, equivalentemente del problema de
contorno (3.2.4), nos vamos a preocupar ahora por saber cudntos hay. El estudio de
las autofunciones como base ortonormal de E y de L2, en el sentido que se precisard,
sera el segundo objetivo del resto de la seccion.
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3.2.9. Teorema.
El operador G definido por (8.2.12) tiene una sucesion infinita de autovalores,
{>‘n}n€N-

Demostracion.

Sea Ag el autovalor obtenido en el teorema (3.2.8), y sea ¢y autofuncién correspon-
diente tal que ||¢gll2 = 1.

Consideramos la funcién

Gi(z,t) = G(z,t) — Xodo(x)do(t),

que verifica las mismas propiedades de regularidad que la funcién de Green, G(z,t).
Por esta razdn si se define

1 : C([a, b]) — C([a, b])

por

b
(3.2.35) glf(a?)z/ G1(x,t)f(t)dt,

se puede definir su extensién a L? y Gy resulta ser simétrico y compacto, por los mismos
argumentos que se usaron para probar las mismas propiedades para G. Podemos
aplicar a G; el teorema (3.2.8), por el cual, definiendo

(3.2.36) 1G] = sup [(Gru, u)],
u€C([a,b]), [lull2=1

bien A\; = ||G1]|, o bien Ay = —||G1]|, es un autovalor de G;. Sea ¢ autofuncién

normalizada, es decir

= A
(3.2.37) { Gi¢1 101

P12 = 1.

Probaremos que ¢; es una autofuncién correspondiente al autovalor A\; para G. Pero
si f € C([a,b]), se tiene

b
(G1f. o) = / Gy £()bo () —
b b ¢
- [ crtmnswdnona)s -
(3.2.38) a Ja

b b b b
- / ( / G (xr, )0 ()d) £ (1)dlt — o / ( / F()bo(£)dt) g3 () dx =

b b
=0 [ £O00dt =0 [ fOo(01de =0
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ya que ¢q es autofuncién de G y G(z,t) = G(t, x), por tratarse de la funcién de Green
de un problema autoadjunto. La condicién de ortogonalidad (3.2.38), en particular,
implica que

(3.2.39) 0= (G161, 90) = M (91, o),

es decir, ¢1 es ortogonal a ¢y y entonces

G (x / G(z,t)p1(t)dt =
b

=/Xauw+%%w%wWﬁw=

(3.2.40)
- [ G s = Guonte) =
= A1 ¢1(2).
Una vez probado que A; es un autovalor de G y ¢, una autofuncién procedemos por
induccién. Supongamos que se han encontrado {Ag, A1, ..., Apm—1}, autovalores y
{bo, b1, s Pm—1}

autofunciones correspondientes, formando un sistema ortonormal.
Definimos

,_.

m—

(3.2.41) Gr(,1) = Grn1 (2, 8) =M 161 () 1 (1) =D A\id;(x

Jj=0

El operador asociado a G, se define por

b

y goza exactamente de las mismas propiedades de regularidad que G por lo que se
puede repetir el mismo proceso que hemos seguido con G;. Observamos que se trata de
ir proyectando el problema de maximizacion, sobre el ortogonal de las autofunciones
calculadas en etapas previas y siempre sometido a la restriccién ||ull2 = 1.

Este proceso iterativo se puede seguir siempre que |G| # 0. Pero si para algin
m € N se llegase a que ||G,,|| = 0, o, lo que es igual, a que G,,, = 0, se tendria para
f € Clla,b)) que

0= Lgmf Z Aj L(bj / f(t) d),]

m—

(3.2.42)

,_.

05 (@)(f, b5),

Jj=0
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1
/\—j¢j($)~

Pero (3.2.42) implica que toda funcién continua f serfa una suma finita de au-
tofunciones, las cuales tienen todas dos derivadas continuas, por tanto, lo mismo le
deberia ocurrir a f, lo cual es una contradiccién que prueba que G, # 0 para todo
m € N. Por tanto, G tiene una sucesiéon de autovalores. [

dado que, por ser L inverso de G, se verifica L¢;(z) =

Por la construccién hecha en el teorema (3.2.9) se concluye que
(3.2.43) Aol > A1l = o k| = A1) = - -
Probaremos un resultado mejor que el anterior, es decir, que

(3.2.44) lim A =0,

con el cual obtendremos la diagonalizacion de G, y como consecuencia, que la sucesién
de autovalores construida en el teorema (3.2.9) contiene todos los autovalores de
g.

A tal efecto, vamos a utilizar las siguientes extensiones de la Geometria Euclidea a
nuestro contexto. Estas extensiones fueron elaboradas por D. Hilbert y dieron lugar
a introducirlas desde un punto de vista abstracto, constituyendo la teoria de espacios
de Hilbert. El ejemplo prototipico de tales espacios es L?([a,b]), y lo importante es
que su norma, definida en (3.1.26), es inducida por el producto escalar definido en
(3.1.25).

Dada una sucesién en L2, {¢,}nen, por analogia con RY, diremos que es un
sistema ortonormal si se verifica

(D5: P) = bjk,
siendo d;i;, las deltas de Kronecker, es decir,
0 si j#k
Ojk = o
1 si j=k.

El ejemplo de sistema ortonormal que aqui nos va a ocupar, son las autofunciones
de G obtenidas en el teorema (3.2.9).

3.2.10. Definicioén.
Sea {pn }nen un sistema ortonormal en L?. Sea f € L?.
i) Se define la proyeccién de f sobre ¢y por

(fs ox)dr ().

it) Los coeficientes de Fourier de f respecto a {¢,}nen se definen como la sucesion

{<f7 ¢n>}n€N~
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Dada la sucesién de autofunciones obtenidas en el teorema (3.2.9), normalizadas,
podemos escribir el desarrollo en serie de autofunciones de una funcién f € L? como
sigue

o}

(3.2.45) > (fi o)k ().

k=0

Probaremos que (3.2.45) representa a f en el sentido de L?, como se precisard, y
ademads se verifica un teorema de Pitdgoras generalizado a esta situacién. Comen-
zamos con una primera aproximacién a estos resultados conocida como Desigualdad
de Bessel.

3.2.11. Lema.
Sea {¢n}tnen C L?([a,b]) sistema ortonormal de funciones.
Sea f € L?([a,b]), entonces

(3.2.46) S Ufoe)> < NFI3,  (Desigualdad de Bessel).
k=0

Demostracion.
Fijado N € N y teniendo en cuenta la ortogonalidad, se tiene

N N
0<If =Y (frowdells = 115 = D I(f, om) .
k=0 k=0

Como la desigualdad anterior es cierta cualquiera que sea N, se concluye (3.2.46). O

Para probar (3.2.44), consideremos para cada A, la autofuncién ¢,, normalizada.

Definimos ¢, (2, t) = ¢n ()@, (t). La sucesion {1, }nen es un sistema ortonormal
en L?([a,b] x [a,b]), como se comprueba directamente. Ademds los coeficientes de
Fourier de la funcién de Green se calculan facilmente,

(G ) = / b / ’ Gl b ()t =
-/ g / " G )6 (0o () = / 2 () = A

Utilizando la desigualdad de Bessel para este caso particular, obtenemos

o0 b b
SN g/ / |G(z,t)|2dzdt < co.
n=0 a Ja
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El criterio de Cauchy implica que
lim |A,|=0
n—oo

que es (3.2.44).
El resultado fundamental es el siguiente resultado de convergencia del desarrollo
en serie de autofunciones.

3.2.12. Teorema.

Sea G el operador de Green para el problema autoadjunto (3.2.4), definido por
(8.2.12). Sean {\n}neN Y {dn}neN sucesiones de autovalores y autofunciones obtenidas
en el teorema (3.2.9). Sea E el conjunto de funciones u € C?([a,b]) verificando las
condiciones de contorno, U(u) = 0. Entonces para cada uw € E

oo

u(z) = Z<U7 Pn)on(T),

n=0
donde la convergencia de la serie es uniforme en [a,b).

Demostracion.
Dada u € E llamamos f = L(u), que es una funcién continua. Entonces a su vez
tenemos que u = G f. Por tanto,

(U, dn) = (Gf, Pn) =

(3.2.47) = (f,Gon) = M(f, On),

ya que G es simétrico. En esta nueva formulacién debemos probar que

(3.2.48) Gf(x) =Y Anlf,dn)bn(2),

n=0

en el sentido de la convergencia uniforme en [a,b]. Pero para cada m € N se tiene
que

m—1

(3.2.49) 1GF =D Anlfsdn)bnllz = 1Gm fll2 < NGmllI fll2 = [Amlll £]12,
n=0

donde G,, es el operador correspondiente a la funcién G, definida en (3.2.41) y donde
la dltima igualdad es también obtenida en el teorema (3.2.9).
Como consecuencia de (3.2.44) y (3.2.49) tenemos que

m—1

(3.2.50) Jim ([GF = > An(f,én)nl2 = 0.

n=0
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Ahora, por (3.1.28), concluimos que

S A, ()] = 1GCS U ) om))] <

(3.2.51)

n=q

< sup G0 —a)E (O] 1(fea)?)E

(z,t)E€la,b] x[a,b] n=p

La desigualdad de Bessel implica que el dltimo término en (3.2.51) tiende a cero
cuando p,q — 00, 0 en otras palabras que las funciones sumas parciales de (3.2.48),

N

SN(J:) = Z /\n<f7 ¢n>¢)n(x)7

n=0

son uniformemente de Cauchy en [a,b]. Por tanto existe una funcién continua ¢(x)
tal que Sy (x) — é(x), uniformemente sobre [a,b] cuando N — oo. Pero por (3.2.50)
se tiene que Sy converge en L%([a,b]) a Gf, por consiguiente,

p=6f

y asi se verifica (3.2.48) en el sentido de la convergencia uniforme que es lo que
queriamos demostrar. [

3.2.13. Corolario. (Identidad de Par¢eval)
En las hipdtesis del teorema (3.2.12), siu € E, se verifica

(3.2.52) lull3 = Ku, én).
n=0

Demostracion.
Por el resultado del teorema (3.2.12)

oo

u(z) = Z<U7 Pn)bn ()

n=0

en el sentido de la convergencia uniforme. Entonces,

b b e’} oo
/ fu(a) P = / (S (s dndbm(@))ule)dz = 3 [{u, ) 2

n=0 n=0
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|

Podemos leer el resultado anterior como una extensién del teorema de Pitagoras
al caso de dimension no finita. De hecho pone de manifiesto que la sucesion de
autofunciones es base en algun sentido. Evidentemente no es una base en el sentido
del Algebra, pues ello requeriria que pudiesemos expresar cada funcién como una
combinacidn lineal finita. Lo que (3.2.52) significa es que u es limite de una sucesién de
combinaciones lineales de autofunciones, cuyos coeficientes se calculan por proyeccién
ortogonal. Este concepto generalizado de base es muy util en Anélisis y se conoce
como base hilbertiana. El corolario anterior permite una extension interesante.

No es dificil demostrar que E definido para las condiciones separadas y para las
periédicas es denso en L?([a,b]). De hecho éste resultado serd una consecuencia del
teorema de Weierstrass que probamos en la seccién 3.

Este resultado de densidad junto al resultado anterior, nos permite establecer la
siguiente consecuencia importante.

3.2.14. Corolario.
Si f € L*([a,b]) se verifica

(3.2.53) 1£15 = [(Fs on)?
n=0

Demostracion.
Para € > 0 sea u € E tal que ||u — f[|2 < §. Entonces

N 1 N
n=0 n=0
N
< = ullz + e =" (w, 6n)dulls + | Z — U, On)nl2 <
n—](\)f n=0
<2Yf —ulla 4 lu—=Y(u, én)enlls <
n=0
2¢e a
n=0

donde se ha aplicado la desigualdad de Bessel. Usando el teorema (3.2.12) se acaba
la prueba. [

Como consecuencia del corolario (3.2.13) se tiene también que:
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Los autovalores de G son exactamente los obtenidos en el teorema (3.2.9).

En efecto, si existiese un autovalor A # A, para todo n € N y fuese ¢ # 0 la
autofuncion correspondiente , se tendria que ¢ es ortogonal a todas las autofunciones
¢n, en virtud de la proposicién (3.2.4).

Pero entonces segun el corolario (3.2.13)

o0

913 =D 1, én)”

n=0

0,

lo que es una contradiccién con el hecho de ser ¢ # 0 por suponer que es una auto-
funcién.
Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema.

3.2.15. Teorema.
El operador G definido por (3.2.12) tiene exactamente una sucesion de autovalores
que, ademds verifica
lim |A,|=0.
n—oo

En el caso de las condiciones de variables separadas, es decir, en el caso del problema
de Sturm-Liouville, los autovalores son simples. Si referimos el operador a la base
hilbertiana ortonormal formada por las autofunciones {¢,, }neN, aparece diagonalizado
en el sentido que

De esta manera si, por ejemplo, f € C([a,b]) podemos escribir

=Y {f,6n)¢n
n=0

por los resultados anteriores. Entonces
(3.2.54) y(@) = Gf(@) =Y Anlfs bn)n (@),
n=0

es decir, la solucién del problema de Sturm-Liouville

{ L(y)=f

es representada por la serie (3.2.54).
Andlogo resultado se tiene para el problema periédico.
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3.3.- El problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace
en el disco unidad de r2. Convergencia de series de Fourier.

La primera aplicaciéon del método de separacion de variables que realizaremos es el
estudio del problema

(3.3.1) Au(z,y) =0 si z?+y° <1

- u(a,y) = glz,y) si 2®+y> =1,

es decir, el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace, siendo
AU = Ugy + Uyy.

Supondremos que g es continua en la circunferencia unidad.
La simetria del problema (3.3.1) sugiere utilizar coordenadas polares,

xr =rcosb

y=rsenf, 0<r<oo, 0<60<2m.
Calculando directamente obtenemos

sen 6
Ty = COSs 0 0, = —
3.3.2 "
( ) cos
ry = send 0y =
T
y en consecuencia,
sen 26 2 senfcosf
(3.3.3) A "
~ cos” 0 0 _ 2cos sen 0

Tyy = ” yy = -2 )
por lo que
(3.34)

5 sen 26 sen f cos 6 sen 26 sen 6 cos 6
Ugy = Upp COSZ 0 + U, —2upg————— tugg——5— + 2ug 5 ,
r T r
9 cos? 0 sen 6 cos 6 cos? 6 sen 6 cos 6
Uyy = Upp S€N 0 + U, + QUTQT + ugg o 2ugT.

Entonces la ecuacién de Laplace en coordenadas polares se escribe de la manera
siguiente

(33.5) T
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Llamando f(6) = g(cosf, senf), resulta ser una funcién continua y 2w-periédica, es
decir, f(6 + 27) = f(#). Anélogamente, llamando de nuevo u a la composicién, es
decir, u(r, ) = u(r cosd,r sen @), se obtiene u(r,0) = u(r,d + 27).

En resumen, el problema (3.3.1) en coordenadas polares resulta ser
U Uy

T+-3 =0 para (1,6) €(0,1) x [0,27]

(1)

(2) u(r,0) =u(r, 6+ 2n)

(3) u(1,0)=f(0) en 6 €]0,2n]
(4)

4) wu continuaen [0,1] x [0, 27]

1) up +

(3.3.6)

Para resolver el problema (3.3.6) comenzamos buscando soluciones de (1) que sean de
la forma u(r,0) = R(r)0©(0). Se ha de verificar entonces

(3.3.7) (r?R"(r) +rR'(r))©(0) + R(r)©" () = 0,
es decir,

(rPR"(r) +rR(r))  ©"(0)
(3.3.8) ) =50

:C’

donde necesariamente ¢ es constante. La ecuacién diferencial en R, es de las llamadas

de tipo Euler. Para este tipo de ecuaciones se buscan soluciones de la forma R(r) = r*.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial para R en (3.3.8) se concluye que para que r*
sea solucién se debe verificar la ecuacion indicial

(3.3.9) E*—c=0.

Si ¢ # 0, los dos valores de k£ dan dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacién (3.3.8) para R. Si ¢ = 0, la integracién de la ecuacién puede hacerse aun
més facilmente por rebajamiento de orden. En resumen, las soluciones de (3.3.8) en
su parte en R son:

R(r) = arvVe + br—ve si ¢>0
(3.3.10) R(r)=a+blogr si c=0
R(r) = ar'V=C 4 bp=iv=c si e<O.
La ecuacién que se obtiene en (3.3.8) para ©(0) es
(3.3.8) 0"(0) + cO(h) =0,
que por integracién da
O(0) = Ae?PVe 4 Be~i0Ve sio >0
(3.3.11) ©(0) = A+ Bo si ¢c=0
O(0) = Ae?V=¢ 4 Be=0V-¢ si ¢<0.
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Si se impone que se verifique (2) en el problema (3.3.6) resulta, que necesariamente
ha de ser ¢ = n? y para que se satisfaga (4), ha se ser b = 0 en (3.3.10). Entonces

(3.3.12) { uo(r,6) =1

Un(r,0) = r™(ae™ +be=™) si n #£0.

Podemos escribir (3.3.12) como

(3.3.13) {un(r,0)}>, = {r‘”lei"‘g}nez.

Queda, por ultimo, verificar la condicién (3) en (3.3.6). Para ello conjeturamos como
solucién una funcién de la forma

(3.3.14) u(r,0) = Zanr‘M@mG,

debiéndose verificar

(3.3.15) FO) =u(1,0) =) ane™’.
Como {e"},,c7 es la familia de autofunciones del problema con condiciones periédicas

en [—m, | para la ecuacién (3.3.8), es decir,

y'+ey=0
y(=m) = y(m)
y'(—m) =y'(r), donde c=n?

los coeficientes de Fourier de f respecto a {¢"™},,cz son

1 " —ins
(3.3.16) an = o f(s)e " "*ds.

Supuesta f continua, la Identidad de Pargeval (corolario (3.2.14)) implica que

o0

(3.2.17) A3 =" lanl?,

siendo cada a,, el coeficiente de Fourier de f definido por (3.3.16). Por tanto, en
particular, la sucesion {a,}necz estd acotada. De esta forma se tiene que (3.3.14)
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define una funcién continua en 0 < r < 1. Ademds, derivando término a término
(3.3.14) respecto a r o respecto a 6 se obtiene una serie mayorante

(3.3.18) A nfri,

que converge uniformemente en 0 < r < 1. Por tanto, la funcién definida por (3.3.14),
cuyos coeficientes son calculados en (3.3.16), es una funcién con derivadas primeras
continuas en [0,1) x [0,27]. Un argumento de recurrencia pone de manifiesto que la
funcién w definida por (3.3.14), es indefinidamente diferenciable en [0,1) x [0,27] y
como cada sumando de la serie es solucién de la ecuacion de la Laplace, también lo
es u.

El tnico detalle que queda por establecer es que

(3.3.19) hm1 u(r,0) = f(0),

T—

que es la condicién (3) del problema (3.3.6).

Para resolver este ultimo problema, comenzamos expresando u detalladamente,
notando que por las observaciones anteriores los calculos siguientes estdn justificados
sio<r<1

u(r,0) = Zanrln‘eme =
(3.3.20) -

oo

1 T ) 1 T oo )
= E In| _~_ in(0—s) 7o E In| ,in(0—s)
7007‘ 2m ) . J(s)e ds 27 /,ﬂ 1) (00 e ) ds.

Pero ademas podemos calcular explicitamente la suma de la serie del tltimo término
de (3.3.20); en efecto,

oo
E 7,,|n|ezn:v _
—o0

00 -1
(3321) Z Tneinx + Z ,r,—nein;c _
0 —o00
1 re”® 1—r2

1—reit  1—re-® 1—2rcosz—+r2’

que resulta de haber sumado las dos series geométricas de razones re® y re” ™,
respectivamente, y de un simple célculo algebraico.

De esta forma (3.3.20) se puede expresar por la siguiente férmula integral
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1 [7 1—r?
3.3.22 0)=— d i 0< 1.
( ) u(r,6) 27 /7r 1—2rcos(@—s)+ r2f(s) % S AsT<

Al segundo término de la expresién (3.3.22) se le llama Integral de Poisson de la
funcién f. Por como se ha calculado la integral de Poisson de f se tiene que satisface
la ecuacion de Laplace en el interior del disco unidad. Por precisar mas la terminologia
damos la definicién siguiente.

3.3.1. Definicién.
La funcion
(3.3.23) P(r,0) = — L  0<r<l,-n<6<
.3. rg)=——¥———/— si r - T
’ 271 — 2rcos§ + 12 - T
es llamada nicleo de Poisson.
Dada una funcién f integrable en [—m, 7| y 2m-periddica, la integral de Poisson de

f es
(3.3.24) u(r,0) = /7T P(r,0 — s)f(s)ds.

—T
Para probar (3.3.19) necesitamos el siguiente resultado.

3.3.2. Lema.
Sea P(r,0) el nicleo de Poisson definido por (3.3.23). Entonces:
i) Para todo v, P es una funcidn par en 0, es decir,

P(r,0) = P(r,—0).

it) Fijado r € [0,1), P(r,0) es mondtona decreciente en (0,7), como consecuencia si
d>0
1 1—r?

s<bon (r,6) (r;9) 27 1—2rcosd+r2 7 erer[légr] (r,6) (r,m) >0

wi) [©_ P(r,0)dd=1, ,0<r<1.

Demostracion.

Los apartados i) y ii) resultan de manera inmediata de la expresién (3.3.23), pues
cosf es par y decreciente en [0,7]. La parte iii) se obtiene fcilmente integrando el
desarrollo en serie de P. [

Estas propiedades del nicleo de Poisson junto con el resultado que sigue, el cual
prueba (3.3.19), ponen de manifiesto que se trata de un ejemplo de aprozimacion de
la identidad, en el sentido que se precisara.
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3.3.3. Teorema.
Sea [ una funcion continua y 2m-periddica. Entonces, si se considera la integral
de Poisson de f

(3.3.25) w(r, 0) = / " P 0 — ) f(s)ds,
se verifica que
(3.3.26) }1_% u(r,0) = f(0),

siendo la convergencia uniforme en [—m, 7).

Demostracion.

Por ser f continua en [—, 7], existe M = |f(0)| = maxge[_r ] |f(0)[, para algiin
Oy € [—7, ] y ademds es uniformemente continua en [—m,7]. Dado ¢ > 0, entonces
existe § = &(g) > 0 tal que si |§ — ] < § se verifica que |f() — f(0)| < €/2. Por iii)
del lema (3.3.2) aplicado a (3.3.25) se tiene
(3.3.27)

ulr.0) = 50)| =1 [P0 9)(5) — s@)as < [P0 = s)l5(s) — @)1,

—T —T

donde en la dltima desigualdad se ha tenido en cuenta también que P(r,6) > 0, que
es consecuencia obvia de ii) del lema (3.3.2).

Fijado € > 0, tomamos un § > 0 correspondiente por la continuidad uniforme de f
y descomponemos la ultima integral de (3.3.27) como sigue

s

P(r,0 = s)|f(s) — f(0)|ds =

—T

/ P(r.0— 5)|f(s) — f(O)]ds + / P(r.0— 5)|f(s) — f(O)]ds <
(3328) |[6—s|<d |[60—s|>6

us

E/Tr P(r,0 — s)ds+ max P(r,@—s)/ |f(s) = f(0)|ds <

2/ . 0<|0—s|<m -7
1— 72

< —7
- 1—2rcosd +r?2

€
- +2M
2+

donde se ha utilizado ii) y iii) del lema (3.3.2). Por tltimo observar que

lmon— L7 0
im - =
r—1 1—2rcosd +r? ’

por tanto, existe 1 > g > 0 tal que si rg < r < 1 se tiene

7"2 3

1
o<2M—7—"mm——— —.
< 1—2rcos§+r2<2
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De esta forma hemos demostrado que
lu(r,0) — f(0)] <e, si ro<r<1, paratodo 6€[—m ],

que es el resultado requerido. [

El teorema anterior prueba que el problema (3.3.6), o bien el (3.3.1), tiene una
solucién u € C*(B1) N C(By), donde B; es la bola unidad abierta y B; es la bola
unidad cerrada. Que la integral de Poisson es la tnica solucién del problema (3.3.1)
es un resultado que adelantamos y que probaremos posteriormente con un caracter
més general. No obstante, el lector puede ensayar una prueba directa de la unici-
dad probando que toda soluciéon del problema necesariamente tiene la misma serie
de Fourier que la integral de Poisson. (Véase a tal efecto el texto de R. Seeley ”
Introduccion a las Series e Integrales de Fourier”, Ed Reverté 1970).

Los argumentos que se daran mas adelante seran diferentes y se conoceran como
principio del mdximo.

Lo notable es que con la solucién del problema de Dirichlet en la bola unidad y con
el uso de teoremas de variable compleja vamos a poder dar la soluciéon del problema
de Dirichlet en dominios planos muy generales.

Si se tiene una funcién

f:QcC—C

funcién holomorfa tal que f’(z) # 0, se dice que se trata de una aplicacién conforme.

El siguiente resultado de Riemann es uno de los mas profundos de la variable
compleja. Establece que todo dominio simplemente conexo (sin agujeros) distinto de
todo el plano complejo, es conformemente equivalente al disco unidad. Precisamente
el teorema de Riemann puede establecerse como sigue.

Teorema de Riemann.
Sea 2 C C dominio simplemente conexo distinto de todo el plano C, y sea zy € €.
Exziste una unica funcion analitica

f:QCcC— By,

donde By es el disco unidad, verificando f(z9) = 0, f'(z0) > 0 y tal que f es una
aplicacion uno a uno y sobre el disco unidad, |w| < 1.

(Véanse los detalles en el libro L. Ahlfors ”Complex Variables” Ed. Mc Graw Hill
1979).

Dado ahora un dominio 2 C R? simplemente conexo, distinto de todo el plano
R?. Consideremos la funcién w = f(z) dada por el teorema de Riemann, que le
transforma en el disco unidad |w| < 1, f(29) = 0. Sean Z = (x1,z2) para zg = x1+ixy
ey = (y1,y2) para z = y1 + iya.

Considerando la funcién

9(r,) = 9(20,2) = —5log | (2)
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se obtiene la funcion de Green del problema, de la cual se obtiene el nicleo de Poisson
del problema.

Dejamos aplazados todos los detalles al capitulo 5, donde quedaran claros los con-
ceptos de funcion de Green 'y de niucleo de Poisson en este contexto general. Previa-
mente el lector puede consultar el libro G. Hellwig, ”Partial Differential Equations”,
ed. Blaisdell Pu. Co. New York 1964, pdgina 35.

CONVERGENCIA DE SERIES DE FOURIER

Hay muchas razones para acometer el estudio de las series de Fourier; desde razones
histéricas, hasta la busqueda de las aplicaciones. En este sentido ya tenemos la
experiencia del problema de Dirichlet en el disco unidad, que acabamos de resolver.

En las préximas secciones necesitaremos conocer mas resultados sobre convergencia
de series de Fourier, por lo que dedicamos a este tema el resto del presente apartado.

Consideramos el sistema

einm
T ={—},ez.
{\/ﬁ} €Z

T es ortonormal respecto al producto escalar definido por (3.1.25) en L?([—n, 7]), por
ser el sistema de autofunciones del problema de autovalores periédico

-y =Xy
y(—m) =y(m)
y'(=m) =y'(m).
( El lector puede comprobar ésta afirmacién por integracion elemental.)

Para una funcién integrable definimos los correspondientes coeficientes de Fourier
por

1 [ .
(3.3.29) an = — f(s)e™""%ds.

T or r

Como consecuencia inmediata de la observaciéon anterior y de lo estudiado en la
seccion 3.2 sobre desarrollo en serie de autofunciones tenemos:
(I) Si f € L?(—m, ) entonces

(3.3.30) I£13 =" lan|>.  (Identidad de Parceval.)

inx

Como consecuencia si Sy f(x) = ZJ_VN ane™?,

(3.3.31) J[f = Sn flla = 0.
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(IT) Si f € C? es 2m-periddica, entonces

(3.3.32) Jim Sy f(x) = f(@),

siendo la convergencia uniforme, por el teorema (3.2.12).

Estos resultados derivan de la teoria general que hemos desarrollado.

Pero en este caso de las series de Fourier podemos evaluar Sy f de una manera
similar a lo hecho con el ntcleo de Poisson. En efecto,

N
Snfla Zan fzi He)em ) =

in(z— .s)
o Z €

donde la suma del iltimo término se calcula de la forma siguiente,

N
_ Z eint _
1(2N+1) -1

_ —LNt § elnt —’L . ;
et — 1

(3.3.33)

(3.3.34)

como suma de los 2N primeros términos de una progresién geométrica de razén e’.

Pero de (3.3.34) se deduce que

(3.3.35) e"i% (e — 1) Dy (t) = e 15 (W HDE _ =il

)

de donde resulta

(3.3.36) sen (%)DN(t) = sen(N + %)t
es decir,
~ sen (N + =)
(3.3.37) Dn(t) = 7
sen (5)

Llamaremos nicleo de Dirichlet a

(3.3.38) Dn(t) = —Dn(t)
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Entonces es obvio que se tiene

(3.3.39) Snf(x) = i f(s)Dn(x — s)ds.

—T

La férmula (3.3.39) se lee diciendo que la suma parcial N-ésima de la serie de Fourier
de f, es la integral de convolucion de f con el nucleo de Dirichlet.

Con esta expresion trabajaremos de ahora en adelante para obtener algunos resul-
tados de convergencia de series de Fourier mas generales y precisos.

Las ideas de Dirichlet, matematico aleman sucesor de Gauss en Gottingen, se de-
muestran muy fructiferas en este area de las series de Fourier. Su contribucién abarca
también otras disciplinas como las Ecuaciones en Derivadas Parciales, el Célculo de
Variaciones y la Teoria de Numeros.

Antes de seguir observemos que si f € L?([—m,7]), (3.3.30) implica, en particular
que

(3.3.40) lim |a,| =0.

[n|—o0

Supongamos ahora que f € C! y es 2m-periddica. (Obsérvese que esto puede inter-
pretarse como que f(e') es derivable en la circunferencia unidad.)
Podemos calcular los coeficientes de Fourier de f/,

1 " —ins
(3.3.41) a, = o [W f(s)e "ds,

que de acuerdo con (3.3.40) verifican

lim |a,| =0
[n|—o0

y en particular existe M, 0 < M < oo, verificando
(3.3.42) lal | < M,

cualquiera que sea n € Z.
Pero integrando por partes en (3.3.41) y teniendo en cuenta la periodicidad de f,
podemos relacionar los coeficientes de Fourie de f con los de f/, es decir,
, 1 m

_ 4 —ins _ " —ins J—
(3.3.43) Iy = 5 f(s)e™"ds o) f(s)e "™ ds = inay,

—T

siendo ay, el coeficiente de Fourier para f. Podemos resumir (3.3.42) y (3.3.43) en el
resultado siguiente.
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3.3.4. Teorema.
Si f € Cl es 2m-periddica y

1 [" -
a = [ o) s,
2 J_,
entonces al, = inay, y por tanto, existe M < oo tal que

lan| < —, para cualquier n €Z

n|
Un argumento de recurrencia permite formular la siguiente extensién del resultado
anterior.

3.3.5. Corolario.
SikeN, k>1y suponemos f € C* y 2n-periddica, entonces se verifica

lan| < —, cualquiera que sea n € Z.

M
[nf*

Podemos decir entonces que la mayor reqularidad de la funcion se traduce en un
mayor decaimiento de sus coeficientes de Fourier. Vamos a obtener una aplicacién
inmediata de este hecho a la obtencién de un teorema de convergencia uniforme.

3.3.6. Teorema.
Sea f € C y 2m-periddica y sea Sy f(x) su suma parcial de Fourier N-ésima, como
se definid en (3.3.33). Entonces

Jim Sy f(z) = f(2)

uniformemente en [—7, m].

Demostracion.
Por (3.3.43) y suponiendo N > n

(3.3.44) [Snf@) = Saf(@| < Y anl < D7 %"

n<k<N n<k<N

siendo aj, el coeficiente de Fourier k-ésimo de f’. Pero entonces tenemos la siguiente
desigualdad inmediata

b 1 1
(3.3.45) 3 |“’wg5 SO (a4 5) <e, s M >mng,
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1
pues la serie > ° — < A < oo y por la identidad de Parceval a > = ||/
1 kg k 2

kKEZ

Por tanto, {Sy f(x)}nen es uniformemente de Cauchy en [—m,7|. Entonces existe
¢ € C([—m, 7)) tal que

(3.3.46) Jim Sy f(z) = o),

uniformemente en [—7, 7]. Pero en virtud de (3.3.46), ¢ tiene los mismos coeficientes
de Fourier que f y entonces

(3.3.47) 1f = 6lls < I = Snflla +1Sxf = dlls =0 N — oc,

en virtud de (3.3.31). Por tanto, f = ¢ y queda demostrado el teorema. O

Observamos que en el teorema (3.3.6) el resultado s6lo depende de tener la derivada
en L2, con lo cual basta suponer que exista salvo en un conjunto de puntos de medida
cero. Dicho de una manera alternativa, el resultado anterior es cierto si se supone
que f es la primitiva de una funcién de L?. Esta observacién se recoge en el siguiente
enunciado.

3.3.6°. Teorema.
Sea f 2mw-periddica y tal que f(x) = f(0) + fom f'(s)ds, con f' € L*(|[-m,n]. Sea
Snf(x) su suma parcial de Fourier N-ésima, como se definid en (3.3.33). Entonces

Jim Sy f(2) = f(x)

uniformemente en [—7, 7.

Ejemplo.

El teorema (3.3.6°) recoge como casos particulares importantes el de las funciones
continuas que son ademds derivables a trozos. Una funcién en dientes de sierra y
2m-periddica es el prototipo de tales funciones.

La representaciéon obtenida en (3.3.39) para las sumas parciales de la serie de
Fourier va a permitirnos un estudio localizado de la convergencia, como vamos a
precisar. La localizacion debe entenderse en el sentido que la convergencia de la serie
de Fourier en un punto depende solo de la reqularidad de la funcion en un entorno
de dicho punto.

Podemos expresar (3.3.40) en la forma que se utilizara a continuacion.

3.3.7. Lema. (Riemann-Lebesgue)
Sea f € L?([—m,7]), entonces

s

(3.3.48a) klim f(s) senksds =0
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)
(3.3.48b) klim f(s) cosksds = 0.
Demostracion.

1, . )
Basta observar que senks = g(elks — e~ para comprobar que
i

f(s) senksds = i(ak —a_g),
i

—T

con lo que se sigue (3.3.48a) de (3.3.40). El resultado (3.3.48b) es similar. O

Nota.

Teniendo en cuenta que el espacio L?([—m,7]) es denso en el espacio de funciones
integrables, se concluye el lema de Riemann-Lebesque (3.3.7) para L', que es como
habitualmente se enuncia.

Damos otra prueba del anterior resultado. Si f € C' es 27w-periédica integrando
por partes se tiene

s 1 s
f(s) senksds = z 1'(s) cos ksds,

con lo que se sigue como antes de (3.3.40). De nuevo la conclusién para funciones
integrables, se sigue por un argumento de densidad. En efecto, como C! es denso en
L', fija una funcién g € L', para cada ¢ > 0 existe f € C! tal que

[ o) - swlar <

por tanto

/7T g(s) senksds = /ﬂ (9(s) — f(s)) senksds + i f(s) sen ksds.

—Tr —Tr —Tr

Entonces, para cada € > 0
| lim / g(s) senksds| < e,
k—oo —r

que es lo que queriamos demostrar.
El siguiente paso es observar dos propiedades elementales del nticleo de Dirichlet.
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1) Integrando término a término en la suma trigonométrica que define a Dy (t) se
obtiene

s

(3.3.49) Dy(t)dt =1, paratodo N €N

—T

2) El niicleo de Dirichlet es una funcién par,
(3.3.50) Dy (t) = Dy(—t),

cualquiera que sea N € N, por tratarse de un cociente de senos.
Con estos prerrequisitos podemos formular el siguiente resultado, debido a Dirich-
let, que confirma la idea de localizacién que habiamos conjeturado.
Una precisién de la terminologia que vamos a usar:
Una funcion se dice que es derivable a trozos si:
i) Es continua salvo, a lo mds, en una cantidad finita de puntos, en los cuales tiene
limites laterales finitos.
it) Tiene derivada continua en todos los puntos de continuidad de la funcion salvo,

a lo mds, en una cantidad finita, y en todo punto la derivada tiene limites laterales
finitos.

3.3.8. Teorema.

Sea f € L?, 2n-periddica, tal que en un entorno de xo, Is, = (x¢ — 0o, x0 + o), f
es derivable a trozos. Entonces

Demostracion.
Por las propiedades del niicleo de Dirichlet, (3.3.49) y (3.3.50) podemos hacer el
célculo siguiente

(3.3.52)
S f(w0) — 5[ (z0,+) + Flao, )] =

T

DO (o +1) ~ 3 f (w0, +) 5 (o, )t =

= /Oﬂ Dy (t)(f (w0 + 1) = f(xo,+))dt + /Oﬂ Dy @) (f(xo —t) = f(z0, —))dt =
= Il + 12.

Es claro que el comportamiento de los dos sumandos I e I5 es idéntico por lo que

realizamos el estudio de I; y dejamos al cuidado del lector persuadirse que a I se le
estima de igual forma.
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Por la hipdtesis de regularidad, f es derivable a trozos, por lo que existe §; < &g
tal que sup |f'(s)| < M, para cierta constante M, lo cual implica que
ro<s<xo+01

[f(zo +1) = flzo, )| < MJt| si [t] <4y

Entonces
(3.3.53)

I = / " DN (o + ) — Flao, )t =

/ DN $0 + t) — f(ZL'(), +))dt + AW DN(t)(f({,C() + t) — f(fL'(], +))dt =
=1,(5, N) + I (5, N).

Para § < d; se tiene

)
(3.3.54) umwﬂg/Mmm W<—/
0 2 sen (L) sen (

l\.’)l"‘-

Observando que si t € [0, 7], t < 27 sen (%), se tiene que

|I1(6, N)| < M.
Asi, dado € > 0, tomando ¢ < mln{&l, } resulta
(3.3.55.) |h@Nﬂ§§

Fijado 6 > 0 para obtener (3.3.55), I3(d, N) se estima por el lema (3.3.7), pues

RGN = [ g0 sen ((V+ ar,

—T

donde f(wo +1) — f(z0, 4)

g(t) = 27 sen ()
0 si —w<t<é.

si d<t<m

Es claro que g € L?([—m,n]). Entonces

RGN = [ g(0) sen (V + 50 =

—T
sy

/7r g(t) sen (Nt) cos( )dt —l—/ g(t) cos(Nt) sen(%)dt.

—T —T



168

En virtud de (3.3.48a) y (3.3.48Db), existe Ny tal que si N > Ny

(3.3.56) [12(6, N)| <

N ™

Las desigualdades (3.3.55) y (3.3.56) demuestran el teorema. [

En la demostracion anterior, queda clara la idea de localizacion. Como el nicleo de
Dirichlet no es positivo, no podemos introducir el valor absoluto dentro de la integral
definiendo las sumas parciales puesto que entonces

/ |Dy(t)|dt ~logN N — oc.

-7

El lema de Riemann-Lebesgue establece que lo que ocurre fuera de un entorno del
punto que se estudia no aporta nada en el limite.

La parte sustancial es que la regularidad de la funcién en un entorno del punto es
suficiente para probar la convergencia.

Un resultado como el anterior con sélo la hipdtesis de continuidad es falso, como
pone de manifiesto un contraejemplo del matematico germano Paul Du Bois-Reymond,
publicado a fines del Siglo XIX. Du Bois-Reymond encuentra una funcién continua
cuya serie de Fourier diverge en un subconjunto denso del intervalo [—m, 7]. Dicho
categéricamente, para asegurar la convergencia de la serie de Fourier en un punto, se
necesita algo mds de regularidad en un entorno que la mera continuidad. El teorema
de Dirichlet establece que la derivabilidad es suficiente y hay otros resultados que dan
como condicion suficiente otras condiciones de regularidad més débiles. Pero lo cierto
es que las funciones continuas quedan fuera de este tipo de resultados. Sin embargo,
si se cambia el modo de sumar un teorema debido al matematico hingaro Leopold
Féjer pone de manifiesto que se obtiene aproximaciéon uniforme para las funciones
continuas. Este resultado, que tiene interés en si mismo, nos dard como consecuencia
un teorema de densidad importante: el teorema de Weierstrass. El resultado de Féjer
puede formularse como sigue.

3.3.9. Teorema.
Sea f continua y 2mw-periddica; consideremos las medias aritméticas de sumas par-
ciales de Fourier de f,

N
(3:3.56) oneif(@) = s 30 Skf (@),
0

entonces o1 f(x) — f(x) uniformemente cuando N — oo.

Para demostrar este resultado procedemos a expresar oy 11 f(z) de forma integral.



Utilizando (3.3.39) se tiene

N

ony1f(z) = N:—l/w (ZDk(a?—t))f(t)dt:

(3.3.57) N
I Z ( 2k+1)(x—t)) f(t)
(N +1) o 2 sen (£5%
Si se observa que
(3.3.58) 2 sen (2k 4+ 1)s sens = cos 2ks — cos 2(k + 1)s,
se tiene
N
1 —cos2(N +1 2(N+1
(3.3.59) Z sen (2k + 1)s cos2(N +1)s _ sen (N +1)s
0 2 sens sen s

por lo que sustituyendo (3.3.59) en (3.3.57) resulta

(3.3.60) oni1f(x) = i Flx =)Dy ()dt,

—T

siendo

. senz(N—i—l)(%)

sen 5

que es el llamado nticleo de Féjer de orden N.
Las propiedades fundamentales del nicleo de Féjer son las siguientes
1) @n1(t) 20y Pnya(t) = P ().
2) [T ®n41(t)dt =1 para todo N € N.
3) Para cada ¢ € (0, ) fijo,

lim Dnyq(t)dt =0,
N—oo Js

para todo N € N.

El resultado 1) es evidente; 2) resulta de integrar directamente en la igualdad

1 N
Dyyi(t) = N > Di(1).
0

169
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Para establecer 3), obsérvese que si 0 < § < t < 7w entonces

1 - 1
)
sen2(z)  sen(3)
y entonces es consecuencia del lema de Riemann-Lebesgue (3.3.7).

Una observacion importante es que el nticleo de Féjer satisface idénticas propiedades
que el ntcleo de Poisson. Ambos son aprozimaciones de la identidad en el sentido
que verifican 1), 2) y 3). Las propiedades 2) y 3) podemos entenderlas como que
la masa se concentra en un entorno de t = 0 a medida que crece N. Este mismo
fenémeno ocurre cuando en el niicleo de Poisson hacemos tender r a 1. El nombre
de aprozimacion de la identidad se justifica pues al calcular lo que hemos llamado
integral de convolucion y pasar al limite, obtenemos la funcién de partida.

Como consecuencia se verifica también el resultado de Féjer enunciado como teo-
rema (3.3.9).

Demostracion del teorema (3.3.9).
Sea M = sup |f(x)|. Por ser f uniformemente continua en [—m, 7], dado € > 0
c€[—m,m]
existe § > 0 tal que si [z —y| < d entonces |f(x) — f(y)| < §. Utilizando la propiedad
2) del nicleo de Féjer podemos escribir

o f@) = f@I =1 [ enO)(re 1) )] <
-

(3.3.62) || en(O(f(z =) = fla))dt]+

" 5 T
+ / @ ()(f(x 1)~ Fla))a] + | /5 O ()@ — ) — flw))dt] =
= 11 + IQ + 13.
Estimamos en primer lugar Io,
T €

)
= BN (Ol t) — flaldt < 5 [ exta=5,

—T

Observamos que I7 e I3 se comportan de manera anédloga. Estimamos I3,

I < /; O () f(x — 1) — f(2)|dt < 2M /; By (1)dt,

la demostracién concluye teniendo en cuenta la propiedad 3) del nticleo de Féjer. O

Como consecuencia del teorema de Féjer obtenemos dos resultados importantes.
El primero de ellos es el siguiente teorema de densidad de Weierstrass.
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3.3.10. Teorema. (Weierstrass)
Toda funcién continua en [—1,1] se puede aproximar por polinomios.

Demostracion.

Dada una funcién f € C([-1,1]) la extendemos como funcién continua a f definida
en [—m, 7] de forma que f(—w) = f(x). Por periodicidad se extiende como funcién
continua a todo R. El teorema de Féjer permite aproximar f uniformemente por poli-
nomios trigonométricos en [—, 7). Pero los polinomios trigonométricos son funciones
enteras, por tanto, son aproximables uniformemente por polinomios. La conclusion
es ahora inmediata. O

El lector se escargard de sustituir el intervalo [—1, 1] por otro cualquiera que sea
cerrado y acotado.

El resultado anterior se puede enunciar de manera equivalente diciendo que

Los polinomios son densos en el espacio de las funciones continuas en un compacto,
dotado con la topologia de la convergencia uniforme.

El segundo resultado consecuencia del teorema de Féjer es el siguiente teorema de
unicidad.

3.3.11. Teorema.
Los coeficientes de Fourier de una funcion continua la determinan univocamente.

En efecto, si una funcién tiene coeficientes de Fourier cero, sus sumas de Féjer
convergen uniformemente a cero.

Observaciones ttiles para el calculo.
Cuando se trata de funciones reales se consideran las Series de Fourier de senos y
c0SeN0s,

flz :@—i— ag cos kx + by senkx),
2
0

siendo los coeficientes de Fourier ahora

1 ™

ap = — f(s)cosksds, k=0,1,2,...
™ — T
1 s

b = — f(s) senksds, k=1,2,...
T J -7

Todos los resultados obtenidos son obviamente vdlidos.
Como consecuencia practica se tiene que:
1) Las funciones pares tienen cero los coeficientes correspondientes a los senos.
2) Las funciones impares tienen cero los coeficientes correspondientes a los cosenos.
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Una aplicacion.

Aplicaremos lo estudiado sobre series de Fourier al andlisis de una propiedad ez-
tremal de la solucién del problema de Dirichlet (3.3.1). Tal propiedad caracteriza a
la solucién y sirve para probar existencia de soluciéon en dominios més generales.

Supondremos que en el problema (3.3.1) se tiene el dato f € C!; entonces podemos
definir la siguiente integral de Dirichlet o integral de energia

(3.3.63) Dp(u) = %//B (u2 + u2)dady,

donde Bp representa la bola de centro el origen y radio R. Podemos expresar la
energia en coordenadas polares de manera equivalente por

1 27 R 1
(3.3.64) Dr(u) = /0 /O (uf+ﬁu§)rdrd9.

La solucién de (3.3.6) viene dada por (3.3.20) y entonces se tiene

(3 3 65) uT — Zn;ﬁo |n‘r|n‘_1ein9an
L0, g = Ziooo(in)""‘nleinaana
donde ) .
n = 5 f(s)e"™sds.
T

—T

La identidad de Pargeval implica que

12 1 =
(3.3.66) 5/0 (u? + ﬁuz)dé = n?r?"=2a, )%,
por lo que
1 & 1 —
Dpg(u) = 3 ZnRzln‘|an|2 — Dy(u) = 3 Zn|an|27 cuando R — 1.

En la hipétesis de que f € C! se tiene que
(3.3.67) D1 (u) < oo,

ya que si

f(@) _ ianeinﬂ’
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entonces
o0
1) = Zinanema,
— 00
asi

/ PO =S n?an? < o,

—T

y en particular resulta (3.3.67).

Observamos que si se supone sélamente la continuidad del dato no se concluye
(3.3.67) como pone de manifiesto el siguiente ejemplo de Hadamard. Considérese la
funcién

f(z) = Z % sen (nlz),
0

evidentemente f es continua, pero la correspondiente integral de Poisson (solucién de
(3.3.1)) no verifica (3.3.67).

Podemos formular ya la anunciada propiedad extremal del problema (3.3.6) cuando
f € C!. Consideremos la clase de funciones admisibles

A={gec([0,1] x [0,2n])] g(r.0) = g(r,0 +2m), g(1,0) = f(6)}

Propiedad extremal de la solucion de (3.3.6):

La solucion del problema de Dirichlet hace minima la energia (3.3.63) sobre la
clase de funciones admisibles A.

Maés precisamente se tiene el siguiente resultado.

3.3.12. Teorema.
Siu es solucion del problema (3.5.6), entonces

(3.3.68) Dy (u) < Di(g), cualquiera que sea g € A.

Demostracion.
La prueba es un calculo que vamos a efectuar en detalle. Evidentemente basta
probar que

(3.3.69) Di(un) < Di(g9), N €N,

siendo

N
N(r0) = Z ayr!Fleik?
-N
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Segin sabemos, uy verifica la ecuacién de Laplace, por tanto aplicando el teorema
de la divergencia de Gauss (1.2.3),

0= //B1 (9 —un)Auydzdy =
= //B1 div ((9 — un)Vuy) dedy — //131 (V(g —un), Vun))dzdy =

-/ () (T, ) I (Vg — ), Vuw))ddy

siendo v la normal exterior al disco unidad y d.S el elemento de arco en la circunferencia
unidad. Admitamos que

(3.3.70) / (9 —un)(Vupn,v)dS =0,
z24y2=1
entonces se tiene probado (3.3.69) pues

21(g) = [[ IVaPdedy= [[ 1909~ uw)+ Vux Pdody =
Bl Bl
=2D1(uy) + 2D1(g —un) + 2 // (V(g —un), Vuy)dzdy =
By
=2D;(un) +2D1(9 — un) > 2D1(un),

por la hipétesis suplementaria (3.3.70) y puesto que Di(g —un) > 0.
Para acabar probamos (3.3.70). Dado que ¢(1,0) = f(0),

9(1,0) —un(1,0) = Z ape'™.
[k|>N+1

De otra parte se tiene

(un)o(1,60) = (un),(1,0) = D [klage™,

[kI<N

entonces concluimos por ortogonalidad que

//2+ 2_1(9 —un){(Vuy, v)dS =
:Aﬂw@m_UMLQWW%GﬁMQZAW<§: are™)( 3" |klare™®)do =0, O

|k|>N+1 k|<N
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3.4.- Problemas mixtos para la ecuacién del calor en una
dimensién espacial.

Vamos a aplicar los resultados de las secciones precedentes al estudio de problemas
de conduccién de calor en una dimension espacial.
Concretamente, vamos a considerar el problema

up(x,t) — Ugg(x,t) = F(x,t) si (xz,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) = up(x) ,z € (0,1)

Au(0,t) + Bug(0,t) =0, te€ (0,00)

Au(l,t) + Bug(l,t) =0, te€ (0,00) A,BeR.

(3.4.1)

Si B =0, (3.4.1) es el problema planteado en la introduccién y si A = 0 representa
la conduccién del calor en el segmento (0,1) en condiciones de aislamiento.
El lector se puede proponer condiciones de Sturm maés generales, es decir,

{ Au(0,t) + Bu,(0,t) =0
Cu(l,t) + Duy(,t) =0 A,B,C,D € R,

y también las condiciones peridédicas. El método sera idéntico al que consideramos
para (3.4.1), variando tnicamente el cdlculo algebraico previo.

Haremos el estudio en partes para que los calculos sean mas transparentes. La
linealidad del problema permite obtener la solucién final como suma de las soluciones
de los problemas parciales de cada parte.

1.- Problema homogeneo.
Consideramos el problema homogeneo, es decir, F'(x,t) = 0. Resulta

up(x,t) — ugg(x,t) =0 si (x,t) € (0,1) x (0,00)
u(z,0) =up(x), =z €]0,l]

Au(0,t) + Bu,(0,t) =0, t € (0,00)

Au(l,t) + Buy(l,t) =0, te€ (0,00) A,BeR.

(PH)

Buscando soluciones de la forma wu(z,t) = X (x)T(t), se obtienen las ecuaciones

(3.4.2)

X"(z) = AX(z) =0
T'(t) — XT'(t) = 0.
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De igual forma a lo hecho en la introduccién del capitulo, el problema de contorno
resultante es

X"(z) = AX(2) =0
(3.4.3) AX(0) + BX'(0) =0
AX(l)+ BX'(l) =0.
Como la solucién general de la ecuacién en (3.4.3) es
X(z) = cle‘/xm + CQE_ﬁI,

para que haya solucién no trivial del problema, el sistema lineal

(3.4.4) (e\/f?(z f?ﬁ) eV%(ti\/;ﬁJ (2) N (8) ’

ha de tener solucién distinta de la solucién cero, para lo cual se ha de verificar

(3.4.5) (A2 — B2M)(e VN — VM) =0

A2
Asi, o bien \g = 52 (si B #0), o bien

(3.4.6) e VAL_ VAL — g,

Por tanto, se tiene

(1) Si B =0, es decir con condiciones de tipo Dirichlet, resulta que la sucesién de
autovalores es

(3.4.7) Ap = —

siendo las autofunciones correspondientes

kmx
(3.4.8) or(z) = c2 sen (T)
(2) Si B # 0 se tienen los autovalores
A? k22
(347’) )\() = ﬁ, )\k: = —1—2, k S N,
siendo las autofunciones
¢o(z) = cpe” BT,
kmx kmx

(3.4.8") Pr(z) =1 COS(T) + ¢ sen (T)a keN,

donde (A+ Bkl Jer + (A — Bk:;r)CQ = 0.
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Ejemplos.
1) Si B = 0 entonces las autofunciones son
kmx
Q/)k-(l') = Sen(T).
2) Si A =0 entonces las autofunciones son
kmx

do(x) =1, o¢p(x) = COS(T)’ keN.

A partir de aqui consideraremos las autofunciones ¢, normalizadas, es decir, de
forma que ||¢g|l2 = 1. Obsérvese que esto se consigue tomando una cualquiera y
dividiendo por su norma.

La correspondiente ecuacién en la variables ¢ es

T (t) = M Tn(t), cuyas soluciones son T, (t) = A,e~(T)°

Por tanto, la solucién de (3.4.1) se conjetura que es de la forma

kr

(349) u(%t) = Zakd)k(l')e*(T)zt,
0

donde .
= (ﬁ ds.
Qg /0 Uup (S) k (8) S

Evidentemente si la serie (3.4.9) define una funcién, ésta verifica los datos de contorno
y el dato inicial.

Si suponemos que ug € C2([0,1]) y verifica los datos de contorno, la serie de Fourier
de ug converge uniformemente en [0,!]. Ademds, utilizando la identidad de Green del
corolario (3.2.2) se tiene

ap = (W', o) = (u, o)) = Mp(u, di) = Apa,

es decir, los coeficientes de Fourier de u se pueden estimar por
axl < o
| S 7

Akl

pues v es continua y por la desigualdad de Bessel se tiene que sus coeficientes de

Fourier verifican
lim |a}| = 0.
k—oo
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Por tanto, por el criterio de Weierstrass, también converge uniformemente la serie
(3.4.9).

Si se deriva término a término una vez respecto a t o dos veces respecto a x se
obtiene

> km k2
3.4.10 _(FTy2 —(Br)2
( ) ; ( ] ) ardr(x)e ,
tomando to > 0 la serie (3.4.10) tiene la mayorante
oo km 2 _(k_ﬂ-)Qt .
Z_(T) ardr(x)e”TIT si > 1.
0

Como consecuencia de que la serie (3.4.9) converge uniformemente en [0, ] x [0, o)
y la serie (3.4.10) converge uniformemente en [0,1] X [tp, 00), se tiene:
1) ut v ug, estdn definidas por la serie (3.4.10), verificandose la ecuacién us = g, en
(0,1) x (0, 00).
2) ut, Uz, € C([0,1] x (0,00)).
3) Razonando por recurrencia se tiene que u € C*>°((0,1) x (0,0)).
4) Se verifica la condicién inicial, en el sentido que

liII(l) u(z,t) = up(z), uniformemente en [0,1].

t—

Es decir, u € C([0,1] x [0,00))

Obsérvese que si suponemos sélamente que ug € L?([0,1]) se tienen las conclusiones
1), 2) y 3) pues los argumentos anteriores reposan en el hecho que los coeficientes de
Fourier {a;, }nen forman una sucesién acotada.

Evidentemente no se puede esperar un resultado como 4). No obstante veremos
que el dato inicial se satisface en un sentido mas débil. Probaremos que

t—0

!
lim/ lu(z,t) — up(z)|*dz = 0
0

En efecto, por la identidad de Pargeval
: 2 - 2 km 2412
/ () — (@) P = 3 Janf2[1 — e~ CEVP,
0 0

por igual razén, para todo N € N

kn

! N
(3.4.11) / |Snu(z,t) — Snug(x)Pde = Z lax|?|1 — e*(7)2t|2.
0 0
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Hemos de ver que podemos permutar la suma de la serie con el paso al limite cuando
t tiende a cero. Tomando,

N
Snu(z,t) = arp(w)e (T,
0

N
SN’LLO(JT) = Z ak¢k¢(m)7
0

resulta que dado € > 0 existe Ny tal que si N > Ny,
l 00 , )
km
/ lu(x,t) — Syu(z, t)>de = Z lag|2e 2077 < Z lax|? < e, paratodo t>0
0 N N

y también,

l N oo
/ uo(2) — Syu(a)Pde =D lar* <> lax]* <e,
0 M N

entonces, usando la desigualdad triangular

l
(/o u(@, t) — uo(w)[*dz)? <

l l
(/0 u(z,t) — Syu(z,t)|*dz)® + (/0 |Svu(z,t) — Syuo(x)[2dw)? +

l
+ ( ; lug(z) — Snu(x)?dz)z <

[e%s) N (k‘_ﬂ')2t
<203 a7+ O lanlPli—e L7 P,
N 0

y ahora pasando al limite para ¢ — 0 tenemos para cada ¢ > 0,

l
tlin(lJ/ lu(,t) — up(x)|?dr < 2v/z,
—0Jo
como se queria probar.

En resumen, hemos demostrado el resultado siguiente

3.4.1. Teorema.

Sea u la funcion definida en (3.4.9), donde los coeficientes son los coeficientes de
Fourier de ugy respecto a la familia de autofunciones (3.4.8).
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1)

2)

Si ug € C*([0,1]) y verifica los datos de contorno, entonces
uw e C™((0,1) x (0,00)) NC([0,1] x [0,00)),

siendo solucion del problema (3.4.1).
Si ug € L*([0,1]) entonces

u € C*®((0,1) x (0,00)),

es solucion del problema (8.4.1), en el sentido que verifica la ecuacion y los datos
de contorno en t > 0 y satisface el dato inicial en el sentido de L?, es decir,

lim [Ju,£) — o) 2 = 0.

Observaciones.

)

Como puede verse la ecuacién del calor tiene la propiedad de que aunque el dato ini-
cial del problema (3.4.1) no sea regular, en cualquier ¢ > 0 la solucién es indefinida-
mente diferenciable en el interior. A esta propiedad nos referiremos diciendo que
la ecuacion del calor tiene efecto regularizante.

Supongamos el caso B = 0, condiciones Dirichlet. La serie solucién (3.4.9) se
convierte en

o0 k -
’U/(J,‘,t) = Zak Sen(Tﬂ-x)e—(kT)zt
1
Por tanto, si t >ty > 0,
N RS (32— (4%t
lu(z,t)] = e 't |Za;€ Sen(Tx)e ; 7 | <
1
(oo}
< Mem (D)%t Ze((%)z—(’%"ﬁ)t < Clte)e P 20, - oo,
1

siendo la convergencia uniforme en [0,]. El calor se difunde y la temperatura
tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

La ecuacién del calor describe fenémenos irreversibles; si se cambia t por 7 = —t
la ecuacion sélo cambia en que el signo mas se convierte en menos. Si se mira
en la correspondiente serie de Fourier, el decaimiento exponencial en el tiempo se
convierte en crecimiento exponencial.
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2.- Problema no homogéneo.
Supongamos que F(z,t) # 0y que F € C([0,1] x [0,00)).
Conjeturamos que la solucién del problema (3.4.1) tiene la forma

o0

(3.4.12) u(x,t) = Ti(t)dn(z),

0

donde {¢,, }nen es la sucesion de autofunciones del problema (3.4.3). Para determinar
las funciones T}, multiplicamos en la ecuacién (3.4.1) por ¢ (x), integramos en [0, ],

l l l
/ g (2, ) op () dr = / s (2, 1) b () + / P, t)6x (2)dz =
(3.4.13) 0 0 0

! !
:)\k/o u(z,t)¢k(x)dz+/0 F(z,t)pr(x)dz,

donde se ha integrado por partes dos veces y se ha usado que ¢, es una autofuncion.
Si suponemos ahora que se puede permutar la suma de la serie (3.4.12) definiendo wu,
con la integracion y usando la ortogonalidad de las autofunciones ¢, obtenemos que
T} debe verificar

(3.4.14) { Th(t) = ATk (t) + ex(t)

Tk(O) = ag,

donde .
{ cx(t) = [y F(z,t)op(x)dx
ax = [y uo(@)gn(a)de
La solucién de (3.4.14) la calculamos explicitamente por la férmula de Lagrange y
resulta

t
(3.4.15) Ti(t) = ape™t + / M=) ey (5)ds
0

Entonces, formalmente la solucién de (3.4.1) la podemos escribir como

o0

(3.4.16) u(z,t) = (ape™' + /0 M) ey (s)ds) ().

0

Para terminar justificamos los célculos realizados con las hipotesis de regularidad que
se tienen.
La serie en (3.4.16) la descomponemos en dos partes

w(z,t) = are oy (x),
0
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que es la solucién del problema homogéneo, cuyo comportamiento ya hemos estudiado
y, de otra parte,

oo

wet) = ([ Madson)

0

que resuelve el problema (3.4.1) con dato inicial ug(z) = 0.
Observamos que si F' € C([0,1] x (0,00)), se tiene

3 ‘ 2 *tooC$2S*
;/Owk(sn ds/();u( )2ds =

_ /Ot(/ol \F (2, 5)[2dx)ds,

por el teorema de convergencia monotona y la identidad de Parceval.
Por consiguiente, las sumas parciales definiendo uy verifican la desigualdad

(3.4.17)

N t N t
IS Dot =31 [ s <
0 0
(3.4.18) M M
N t t N 2kt 1t
S 9 [aPds =Y S5 [Mals)s
27 o 0 ; k 0

donde se ha aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de nuevo la identidad de
Pargeval. Es decir, las medias cuadraticas en [0,!] de las sumas parciales definiendo
a ug, convergen uniformemente en [0, 7.

k
De otro lado, teniendo en cuenta que A\, = —(—7T)2 y fijando T' > 0 de (3.4.18)

l
obtenemos

N ¢ N t
13 / A=) (5)ds)on(z)| < BY | / A9 (5)ds| <
M Y0 M 70

N o ot t

e — 1.1 1

<BY (G et <

M

N N

B 2T 1 B T

<2y o2 2d M,N
<X gt lallds =0 MN

pues la primera serie es convergente y

N T T l
2 2 _
Mg /0 lck(s)|“ds §/0 /0 |F(x,s)|“dzds = A(T),
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entonces, us € C([0,1] x (0, 00)).
Podemos reescribir la solucién uy de la forma siguiente

t) = i(bk(l‘)(/t M)y (s)ds) =
me / A=) /Ol F(y, s)or(y)dyds) =
=/0 / Ze““ D on(y)on () F(y, s) dyds-/ / G(x,y,t,5)F(y, s)dyds,

donde G es la funcion de Green del problema

G(z,y,t,s) Ze)"”(t i (y) i ().

La continuidad de uy se puede obtener también de esta expresion. Para obtener el
resultado de unicidad y otros resultados de regularidad esperamos al capitulo 6.

3) Datos de contorno no homogéneos.
Para fijar las ideas resolveremos el problema (3.4.1) con las condiciones de contorno
siguientes

(3.4.19) { u(0,1) = pa(t)

u(l,t) = iat).

Definimos w(x,t) = pu1(t) + %(ug(t) — p1(t)) para que verifique (3.4.19), y hacemos

el cambio de variable dependiente v(x,t) = wu(z,t) — w(z,t). En la nueva variable
resulta

UV — Ugg = Up — Ugy — (W — Wyy) = F(x,t) — (wp — wyy) = H(x,t),
con lo que el problema a resolver es

UVt — Vg = H(x,1)
v(0,t) =0 =w(l,1)

v(x,0) = uo(x) — (12 (0) — %(ﬂz(o) —1(0))),

cuya solucién se ha calculado en la etapa previa.
El argumento anterior supone la regularidad suficiente sobre pq y po. Invitamos al
lector a plantearse otras condiciones separadas no homogéneas.
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3.5.- Problemas de contorno para la ecuacién de ondas: la
cuerda vibrante.

Como se dedujo en la seccién (1.5) el problema que plantea la vibracién de una
cuerda sujeta por los extremos es el siguiente

upt(x,) — Uze(2,t) = F(z,t) 0<ax<l, t€eR
u(0,t) =0=u(l,t), teR
u(z,0) =up(z), x=€]l0,]]
ut(x,0) = uy (), x€][0,1],

(

(3.5.1) (
(3

(

donde ug es la posicién inicial y u; la velocidad inicial.
Nos ocuparemos en esta seccién del estudio del problema (3.5.1) y como en la
seccién anterior dividimos el estudio en etapas.

1.- Problema homogéneo, F(z,t) = 0.
Procediendo a buscar soluciones de variables separadas se obtiene el problema de
autovalores

(35.2) { X"(z) = XX (z) =0

cuyo estudio se ha hecho en la seccién (3.4); es decir, los autovalores de (3.5.2) son

n?n?

{)‘n}nGN = {_l—g}neNv

siendo las autofunciones correspondientes normalizadas

2 nmx
Ql)n = \/; SGH(T).

Las ecuaciones resultantes para la variable temporal son

n?n?

l2

T,/ (t) + (—5—)Tult) = 0
que integrandolas elementalmente dan

t t
T,(t) = c1 cos($) Yoo sen(%).
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La solucién del problema (3.5.1) se escribe como

(3.5.3) u(w,t) = Z(an cos(nTm) + by, sen (nTmf))\/? sen (nle)

0

Como ha de ser
{ u(z,0) = up(x)
ug(2,0) = up ()

los coeficientes en (3.5.3) serdn

(3.5.4) 0 = \@/Ol uo(s) sen ("7 )ds,

y como

up(z,0) = 2foj(—’”)bn sen (25,
l l l
0

1
(3.5.5) ()b = \/g/o s (@) sen (7).

Podemos observar en (3.5.3) que no se obtiene ningiin decaimiento en el tiempo y asf
la serie no mejora el comportamiento, al contrario de lo que ocurria con la ecuacién
del calor. Por tanto, en la ecuacién de ondas no encontramos efecto reqularizante, la
convergencia de la serie, y como consecuencia la regularidad de la solucién, reposa en
la regularidad de los datos iniciales de una manera fundamental.

Si suponemos que

(3.5.6) u(z,0) = ug(z) € C3([0,1]), wu(x,0) =ui(x) € C*([0,1]),
con las condiciones de compatibilidad
(3.5.7) 0=1u0(0) =up(l) = us(0) = us (1) = uy (0) = ug (1),
entonces la solucién de (3.5.1) definida por (3.5.3) verifica

u € C*([0,1] x (—o0,00)).

Las condiciones (3.5.7) son necesarias para que la solucién satisfaga puntualmente los
datos en la banda [0,!] x (—o0, 00).
De acuerdo con las condiciones (3.5.6) y (3.5.7) y el corolario (3.3.5) se tiene
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por lo que la regularidad se obtiene comprobando que la derivacién término a término
da series uniformemente convergentes. Se dejan al cuidado del lector las ultimas
comprobaciones.

Si derivamos la solucién u respecto a t y a x obtenemos

gz, t) = Z(nl—w)(—an sen(nTm) + by, cos(nTm)) 2 sen(@)

0

o0

)= o) b sen ) T o)

0

respectivamente. Fijado ¢ se obtiene por la identidad de Parceval

1 1
658 5 [ (u P + 0P = 5 [ (u@k + ).
La identidad (3.5.8) se conoce como principio de conservacidn de la energia, que
podemos leer también diciendo que la suma de las medias cuadraticas de la derivada
respecto al tiempo y respecto al espacio son constantes en el tiempo.

Como consecuencia de (3.5.8) se tiene un resultado de unicidad de solucién para el
problema (3.5.1). En efecto, si hubiese dos soluciones u y v la integral de energia para
la diferencia w = u — v en t = 0 es nula. Por tanto, la energia es nula en todo t, que
implica que w; = 0 y w, = 0 en todo punto. Se concluye que w(z,t) = ¢, constante.
Pero como w(z,0) = 0 por hipétesis, concluimos que u(x,t) = v(z,t).

Obsérvese que los argumentos anteriores son validos en tanto que la integral de
energfa sea finita. Esto es asf, suponiendo que u; € L?([0,1]) y que ujy € L*([0,1]). En
este caso hay que entender la solucién en un sentido débil, del cual no nos ocuparemos
por el momento.

Podemos escribir (3.5.3) de la forma

(3.5.9) ue,t) =Y A, cos(nl—ﬂ(t +5,)) sen (”lﬂ),
0

siendo
2 by
An: \/;\/a%‘i’b%, ?6n:7ar(}tan(7)'
an

Cada sumando en (3.5.9) se llama onda estacionaria; los puntos

r=m-—

=1,... -1
— m=1. (1),
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son los nodos, es decir, los puntos que quedan en reposo para todo tiempo en la onda
estacionaria. Se llama vientre de la onda a los puntos en que

nmxo

l

es decir, aquellos en que la amplitud de oscilaciéon es maxima. Evidentemente tales
puntos son

sen ( ) ==+1,

2m+1l
Tr =
2n

siendom =0,...,(n—1).
Fijado el tiempo, toda onda estacionaria tiene un perfil sinusoidal pues es

un (1) = cn(t) sen(”lﬂ),

donde

nmw
T

De esta forma queda claro que cada onda estacionaria, u,, tiene una frecuencia
propia de oscilacion, w,, que es igual en todos los puntos.

En los tiempos tales que cos(w,(t + 6, )) = %1, las desviaciones son méximas y la
velocidad del movimiento es nula.

Por el contrario, en los tiempos en que cos(wy, (t+6,)) = 0, la velocidad es méxima
y la desviacién nula. Con (3.5.9) hemos obtenido la vibracién de una cuerda como
combinacién de ondas estacionarias, es la combinacion de tonos simples.

cn(t) = Ay cos(wn (t 4 6,)), siendo w, =

2.- Problema no homogéneo, F(x,t) # 0.
Se procederd como en el caso de la ecuacién del calor, es decir, conjeturando que
la solucién es de la forma

(3.5.10) u(z,t) = ZTn(t) sen(?m).
0
Entonces
! nw ! nw _
(3.5.11) /0 (uge (2, t) — Ugy (2, 1)) sen (Tx)dx = /o F(x,t) sen (Tx)dx = cu(t),

de donde se obtiene por ortogonalidad e integrando por partes

nm

l

y para que se verifiquen los datos iniciales

T,.(0) = ay,
{ T;(0) = ba (<),

(3.5.12) T (1) + (=) Ta(t) = ea(t),

(3.5.13)
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donde a,, y by, estan definidos por (3.5.4) y (3.5.5), respectivamente.

La solucién de la ecuacién (3.5.12) verificando los datos (3.5.13) se obtiene por la
férmula de variacién de las constantes y resulta

l t
(3.5.14) T,(t) =an COS(TZL) + by, sen (@t) + — / cn(s) sen (@(t — s))ds.
l l nm Jo l

Basta sustituir en (3.5.10). La regularidad depende de los datos y serd estudiada en
el capitulo dedicado a la ecuaciéon de ondas.

3.6.- El problema de Dirichlet en el semiplano positivo. La
transformacién de Fourier.

El problema que estudiamos en esta seccion tiene como dificultad anadida que el
dominio no es acotado, concretamente consideraremos el semiplano positivo,

R ={(z,y) e R?| y >0},

entonces su cierre es

R ={(z,y) e R*| y>0}.

Nos planteamos el problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en Rf_, es
decir, el problema

(3.6.1) { Au(z,y) =0, (z,y) €RY

u(z,0) = f(z), z€R,

donde por el momento supondremos que f es lo regular que se necesite para que los
calculos sean validos. Mdas adelante precisaremos dicha regularidad.

Es obvio que tal como hemos planteado el problema en (3.6.1), en general, no tiene
solucién tnica; en efecto, si suponemos por ejemplo f =0, u(z,y) =0y v(z,y) =y
son soluciones de (3.6.1) con dato nulo. Lo que ocurre es que al ser R2 un dominio
no acotado hay parte de su frontera en que no hemos fijado ningtiin dato, no se ha
fijado el dato en el infinito, o dicho mas precisamente, no hemos fijado qué pasa con
la, solucién cuando z% 4 y? — oo.

Tal condiciéon en el infinito se va a introducir pidiendo acotaciéon en Ri. Es decir,
consideraremos el problema

Au(z,y) =0, (z,y) € RY
(3.6.2) u(z,0) = f(z), z€R
lu(z,y)| < M < oo, (z,y) €R3.
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Como en las secciones previas, la idea es utilizar el método de separacién de variables,
es decir, buscar soluciones de la ecuacién de Laplace de la forma

Ulz,y) = X(2)Y (y)-

Al sustituir en la ecuacién, se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias

(363 { X)Xt =0

Y (y) — Y (y) = 0.

Para ¢ # 0 las soluciones de las ecuaciones de (3.6.3) son

X () = ae’Ver 4 hemiVer
(3.6.4)

Y(y) = AeVY 4 Be Ve,

Como u debe ser acotada, necesariamente ha de ser ¢ > 0 y A = 0. Poniendo
c = (2m€)? para £ € (—00,00), resulta 2w = +./c, luego

(3.6.5.) ue(z,y) = X (2)Y (y) = o—27lély p2miga

En analogia a lo que se hace con las series de Fourier en los casos estudiados en las
secciones previas, seria razonable escribir la solucién como

(3.6.6) u(z, y) = / a(€)e—2mIEly g2mise e
Pero como debe satisfacerse
(3.6.7) u(z,0) = f(x) :/ a(€)e?™iee e,

donde los coeficientes de Fourier son ahora una familia continua y parece natural
definirlos por

oo

(3.6.8) a(é) = / e 2 £ (1) dt,

—0o0

en analogia al caso de las series de Fourier
Al menos formalmente, sustituyendo (3.6.8) en (3.6.6) y suponiendo que se verifican
las hipdtesis para que el cambio de orden de integracién sea licito, se obtiene
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u(z,y) = / ( / e 2mIE f () dt)e 2Ty g2mite ge —
(3.6.9) —oo J
:/ f(t)(/ efQﬂ\E\ye%riE(z—t)dg)dt.
Pero tenemos que
3.6.10 2r|€ly 2mié(x t)d _r_ 0y
( ) [me € 5 W(l’—t)2+y27

puesto que

%)
/ e—2w\§\y62wi§sd£ —

— 00

0 [ee)
:/ e27r§(is+y)d§_|_/ €2w§(isfy)d§:

—o0 0

1 1 - Y

T 2n(is+y) 2n(is—y) w(s2+y2)
De (3.6.10) y (3.6.9) se concluye

1 [ y
3.6.11 = - — 2 f(t)dt.
(36.11) wew) =+ [ =)
La funcion )
Yy
P = -

es el nicleo de Poisson en el dominio Ri.
Son muy féciles de comprobar las siguientes propiedades de P(z,y):

(3.6.12) P(z,y) >0, en RZ,
(3.6.13) / P(z,1)dz =1,
o0 1 o0 oo
(3.6.14) / P(z,y)dz = 7/ P(E1)de = / P(s,1)ds = 1,
2 0
(3.6.15) P(z,y)de =1— —arctan(—) — 0, y — 0,
|z|>6 T Y
(3.6.16) AP=P,, + P, =0, en RZ.

Una demostracién exactamente igual a la del teorema (3.3.3) establece el siguiente
resultado
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3.6.1 Teorema.
Sea g € C(R), tal que sup |g(x)] < M < 0.
z€R

FEntonces

o) = [ " Ple -ty

verifica
(1) Av=0en R% B
(2) vo(z,y)| < M si(z,y) € RE
(3) lirr%) v(x,y) = g(z), uniformemente sobre compactos de R.
y—)

De esta forma hemos encontrado solucién al problema (3.6.2). La unicidad de
solucién para el problema (3.6.2) es una cuestién mas delicada y la posponemos al
capitulo 5.

Tras el estudio realizado de las series de Fourier y de sus aplicaciones, es natu-
ral interesarse por la expresién (3.6.8), con la esperanza de que resulte igualmente
util para representar funciones definidas sobre la recta real. De acuerdo con (3.6.8)
formulamos la definicién siguiente.

3.6.2. Definicién.
Sea f una funcion integrable en R, es decir, tal que

/ F(8)]dt < oo,
Se define la transformada de Fourier de f por

oo

(3.6.17) fle) = / e 2 f(t)dt

— 0o

Para coger confianza con el nuevo objeto introducido, es conveniente calcular una
transformada de Fourier. Concretamente calcularemos la de la funcién gaussiana, es
decir, la transformada de Fourier de

g(z) = eﬂmlmﬁ, a > 0.

Escribiendo la férmula (3.6.17) para la funcién g se tiene

o0

(3.6.18) () = / ¢~ 2mité g—arltl? gy

— 00
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poniendo
mat? + 2mité = (Vart + z\/Eg)Q + féa
a a
resulta
(3.6.19) §(6) = e € / o= (Vamt iy /T gy

Calcularemos la integral que queda en (3.6.19) usando variable compleja. Fijado & y
para cada R > 0 consideramos el camino de integraciéon I' definido por el segmento
del eje real que va de —R+10 a R+ 0, el segmento vertical que une el punto R+1i0 y

I I
el punto R+ i\/jg , el segmento horizontal uniendo el punto R + i,/ —& con el punto
a a

—R+1 z{ y por ultimo, el segmento vertical uniendo el punto —R + ¢ E{ con
\V a a

—R +10. El interior de I' es un rectangulo que llamaremos Rr, donde la funcién de
22, es analitica. El teorema de Cauchy implica entonces

2
/e_z dz =0,
r

™
(—)"%¢ .

lim a e~ (WVamR+is)" g1 — 0,

R—oo Jg

variable compleja h(z) = e~
que

como ademas

resulta que

/ o~ (VamtHiJZ67 gy _

.6.2
(36 O) /OO _aﬂ—tzdt /OO _y2 dy 1
e = e = —,
oo oo Vvar  Va

dado que

/ eV dy = /7.
Por tanto sustituyendo en (3.6.19) obtenemos
(3.6.21) 3(€) = =€,

que muestra como la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana.
Este ejemplo es el que servird de norma para estudiar la transformada de Fourier.
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Dado el éxito obtenido con la gaussiana, vamos a fijarnos en algunas de sus propiedades;
fundamentalmente en las dos siguientes.

1) Toda gaussiana, g € C*°(R).

2) Dada una gaussiana g y sendos enteros no negativos n y m se verifica

mn

(3.6.22) sup [om 49

sup dx—”(x” < c(n,m),

donde c¢(n,m) es una constante dependiendo de n y m.

Ambas propiedades se obtienen por cédlculo directo sin ninguna dificultad. Agru-
paremos en una familia a todas las funciones verificando las propiedades 1) y 2) de
la gaussiana. Tal clase de funciones se suele designar por S(R) en honor de Lau-
rent Schwartz, quien por primera vez la introdujo como tal clase, llamandola clase
de funciones temperadas. El nombre es bastante afortunado pues quiere decir que
una funcién estd en S(R) si ella y cualquier derivada suya tiende a cero en el infinito
mas rapidamente que cualquier polinomio, como el lector puede probar con un calculo
rutinario.

Para ser un poco més formales, escribimos en detalle la definicién de S(R),

(3.6.23) S(R)={f €C>®R)| sup |aﬂmﬁ
zeR dx™

(@)] < epm < 00, n,m € N}
De la propia definicién de S se sigue que
a) Si f,geSyapeR, entonces af + g €S
b) Si f,g € S, entonces fg € S.
Ademsds si f es una funcién temperada, tomando en (3.6.22) n =0y m = 2 se
tiene

(3.6.24) (1 + |2[*) f ()] < M,

por tanto,

(3.6.25) /oo\f( )|d <M/Oo—d”’ <
6. . X T = - 1_’_1'2 oo,

es decir, f es integrable.

La observacién anterior implica, en particular, que la transformada de Fourier de
f € S(R) esta bien definida pues

o0

(3.6.26) for = [ emmsse

— 00
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y la integral es finita. Obsérvese que ademds de (3.6.26) y (3.6.25) se concluye

(3.6.27) sup | F©) < [ 1wl < o

(ER —00

La correcta lectura de (3.6.27) es que la transformada de Fourier de una funcién
integrable es acotada y entonces, en particular, esto es cierto si f € S(R).

Las propiedades mas elementales de la transformada de Fourier de funciones tem-
peradas ponen de manifiesto cémo seran las aplicaciones de ella a las ecuaciones en
derivadas parciales.

3.6.3. Teorema.
Sea f € S(R), entonces

(1) fe C>*(R) y ademds

(3.6.28) %({) =g(&), siendo g(x) = (—2miz)kf(z).
dk
(2) d—m{(r) € S(R), verificdndose

— A
(3.6.20) T (©) = mie) fie)

(3) Si se supone también que g es una funcidn integrable y se define

(3.6.30) h(z) :/_OO Fg(e — )dt = f + g(x),

integral de convolucion de f y g, se tiene que h es integrable y que

~ -~

(3.6.31) h(§) = f(£)g(E).-
(4) f e S(R).

Demostracion.
1) Si se escribe la transformada de Fourier
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dk
teniendo en cuenta que d_gk( f(z)e=27%%) es integrable en valor absoluto, se puede
derivar bajo el signo integral, resultando

kF o . .
Z—é]]:(f) = /_ f(t)%(e—%rtf)dt _ /_ f(t)(_zﬂ_it)ke—%rit{dt’

y llamando g(x) = (—2miz)* f(z), se tiene (3.6.28).
dk
2) Que d—{ € S(R), es una consecuencia inmediata de la definicién de S(R). Para
x
establecer la férmula (3.6.29) basta hacerlo para k = 1 y reiterar la prueba. Pero,
integrando por partes,

Lo = [ e = (-2mic) [ e s)at = (~2nie) 7o)

que es (3.6.29) con k = 1.
3) Que h es integrable es consecuencia inmediata del teorema de Fubini-Tonelli sobre
inversion del orden de integracién, en efecto,

/°° Ih(@)lde < /Oo (/oo |F(t)llg(x —t)|dt)dz =

— 00 — 00 — 00

= [ 101 ot~ dorie = [ 11 [ " lotwlauar -
= i@ lowla)

Para obtener (3.6.31) efectuamos el célculo directamente

oo

he) = 762"“%@)6&: / e—2mite [ o:o F@)gt — 2)da)dt =

—0o0

- /_Oo Fla)( /_ " gt — 2ty =
B /_oo f@)( /_ gt — )e T e = Fe)g(6),

que es la identidad buscada.
4) Hemos de establecer que si m > 0 y n > 0 son nimeros enteros, se verifica

md"f

IS dfﬁ(é)\ <C,
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que, por los apartados 1) y 2) anteriores, es equivalente a

~ o0
.6.32 m_(¢) = T (¢ f(t))dt.
(36.32) e ©=a [ el )
o - dm -
Por definicién, la funcién g(x) = d—m(x”f(z)) € S(R), por tanto, (3.6.27) implica
que v
9 < C,

como querfamos demostrar. [J

Podemos resumir el contenido del teorema (3.6.3) diciendo que, en primer lugar,
la transformada de Fourier aplica S en S,

- .S — 8.

En segundo lugar:

a) La transformada de Fourier transforma derivacién en multiplicacién por monomios,
como indica la férmula (3.6.29).

b) La derivacién de la transformada de Fourier es la transformada de Fourier del
producto de un monomio por la funcién, como precisa la férmula (3.6.28).

c¢) El producto de convolucién es transformado en el producto de las transformadas
de Fourier, como expresa (3.6.31).

Observaciones.

(1) La transformada de Fourier se extiende a RN por la férmula
fo= [ rwemar
RN

donde (,) es el producto escalar en RN .
(2) La transformacidn de Fourier permite que un problema diferencial se convierta
en un problema algebraico, por ejemplo, si se quiere resolver el problema

(3.6.33) Au=f, en R?

se transforma en

~

(3.6.34) —4r?[¢lPa(€) = f(€).
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Evidentemente, para que la estrategia expuesta culmine con éxito el cdlculo de una
solucién de (3.6.33), es necesario saber si es posible recuperar una funcién a partir de
su transformada de Fourier, es decir, necesitamos saber invertir la transformada de
Fourier. A esta importante cuestion dedicamos el resto de esta seccién.

El apartado 4) del teorema (3.6.3) tiene como caso particular que

(3.6.35) lim [f(£)] =0,

|€]—o0

que puede verse como una extensién a la transformada de Fourier del teorema de
Riemann-Lebesgue demostrado para series de Fourier, es decir, tenemos un resultado
de localizacion. Realmente el resultado, que es conocido también como teorema de
Riemann-Lebesgue, es para funciones integrables y puede obtenerse de (3.6.35) por un
argumento de densidad de S en las funciones integrables. Tal resultado de densidad
se puede obtener siguiendo las indicaciones del ejercicio 33 de este capitulo.

3.6.4. Teorema. (Riemann-Lebesgue)
Sea f funcion integrable en R, es decir, ffooo |fldx < oo, entonces

(3.6.36) Jim (&) =0.
Demostracion.
Para f funcion integrable y € > 0 existe g € S tal que
/ lf —gldz < e.
Entonces

oo

FOI<17© - 901+ 5O < [ 1f - gldz + [5C©)L

que teniendo en cuenta (3.6.35), implica que para todo € > 0

lim |f(€)] <e,

|§]—o0

probandose el resultado. [

Recogemos a continuacién un resultado elemental e importante.



198

3.6.5. Lema.

Sean f,g € S(R). Entonces
(3.6.37) | fwswas= [ rwawa.
Demostracion.

Basta utilizar el teorema de Fubini,

/ 0; 1) 7 e gty = [ O:O a0 7 2T () de )t

que prueba el resultado. [

Este resultado y el hecho que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra
gaussiana seran los ingredientes fundamentales de la prueba del teorema de inversion.

Si f € S hemos demostrado que f € S, entonces tiene sentido la siguiente
definicién.

3.6.6. Definicién. (Transformada inversa de Fourier)
Sea f transformada de Fourier de f € S se define
(= [ e fiep

La conjetura es que (f) = f. El resultado siguiente prueba esta conjetura.

3.6.7. Teorema. (inversion de la transformada de Fourier)

Si f € S(R), entonces (f) = f

Demostracion.
Hemos de probar que

oo

(3.6.38) £ = [ e,

— 00

Para € > 0 consideramos la gaussiana

g:(8) = e,
por el lema (3.6.5) se tiene

oo

(3.6.39) [ emi@aoi- [ (O g (€ de.

— 00
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Llamando h.(x) = e?™@g_(z) se tiene

~ o0 . 1 2
(3.6.40) he(§) = / ge(x)e 2™ =Ty — g (t — €) = ge_’rl = )

— 00

en virtud de (3.6.21). Sustituyendo en (3.6.39) resulta

(3.6.41) / 627”’55]5(5)6*7762526% — /7 f(f)ée_ﬂltj2 d¢ = f(1).

Si llamamos ¢(z) = e~ ™ se tiene ¢(z) >0y Jg #(x)dx = 1. Para e > 0 definimos

6:(2) = 20(5)

g

es obvio por cambio de variable en la integral que también

/ ¢ (x)dz = 1.

R

Por consiguiente podemos escribir la ultima igualdad en (3.6.41) como
)= [ f@oue- o

Probaremos que

lim f.(2) = f(z).
En efecto,

@)@l < [ T 6uO1f @ —€) — f(a)lde = / )| — ey) — F(a)ldy.

Dado 1 > 0, elegimos R > 0 tal que

[ oty <1,
ly|>R

entonces si M = sup |f(y)| podemos escribir
yeER

o) R
/ oW — ey) — f(2)|dy < / )| = =) = F(@)ldy -+ M.

— 00
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Pero la continuidad uniforme de f sobre compactos implica que dado 1 > 0 podemos
elegir § > 0 tal que si |ey| < 0, se verifica que |f(z — ey) — f(x)| < 7 cualquiera que
sea |z| < R; por tanto,

0o R
/_ cb(y)lf(w—sy)—f(w)ldySn/_Raﬁ(y)derMnSn(HM%

que es lo que querfamos probar.
Para finalizar la demostracién del teorema, obsérvese que en el primer término de
(3.6.41) se puede aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, resul-

tando
o0

;I_I)I(l) [m J}\(g)e%rwgefszﬂ'gdg _ / e2mt§f(£)df,

con lo que se concluye (3.6.38). O

El teorema (3.6.7) tiene una cuantificacién muy interesante.

3.6.8. Teorema. (Identidad de Plancherel)
Si f €S se verifica

1£1l2 = 11/1l2

Demostracion.

Sea g(z) = f(—z) y, por tanto, §(¢) = f(¢). Las propiedades de la transformada
de Fourier demostradas en el teorema (3.6.3) nos permiten escribir la siguiente cadena
de identidades

1= | T f@) f(@)de = £ g(0) =
-/ T (Fro) e = / " H©)a(e)de =

- / F©)de = 172

O

Para acabar esta seccién notaremos que el teorema (3.6.8) y la densidad de S en
L2, permite definir la transformada de Fourier sobre L2. En efecto, sea f € L? y
supongamos {g, }nen C S tal que

lim ||g, — f|l2 =0.
n—oo

Definimos
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Es obvio que, de esta manera, la transformada de Fourier es inversible en L? verificindose
ademds que es una isometria en L? por tenerse la extensién de la identidad de
Plancherel a L2, es decir,

(Identidad de Plancherel) I£llz = ||fll2, para toda f e L?

EJERCICIOS DEL CAPITULO 3

1. Estudiar si tienen solucién los problemas:
a) y" —y=0,y(0)=0,y2r) =1
b) ¥ +y=0,y(0) =0, y(2r) = 1.

2. Resolver los siguientes problemas de contorno:
a) ¥ = a?sy, y(0) = v, y'(r9) =0, a, s € R.

1
b) ¥ —asy=0,y(0) = =, ¢'(@0) =0, ;s € R.

Discutanse los casos de compatibilidad.

3. Resolver de manera elemental los problemas

a) y") — Aty =0, y(0) = y"(0) = 0, y(m) = y"(r) = 0.

b) y" +2y" —dy' —8y =0, y(0) = —3, y'(0) = 3 y(1) = 0.
4. Obténgase la funcion de Green asociada a los problemas:
a) y" =0,y(0) =y'(1), y'(0) = y(1).

b) y" =0, y(0) =y(1), y'(0) =y'(1).

)y’ —y=0,y(0) =y(m) =0.
d)

22y’ +ay —y =0, limy_oy(z) =1, y(1) = 0.

5. Calcular la solucién de los siguientes problemas:
a) y' +y—x, y(0) =y(3) =

b) wy +y—x y(1) = y() 0

c) y" +m?y = cos(mz), y(0) = y(1), ¥'(0) = y'(1).
d) " +y =% y(0) = y(3), ¥'(0) =¥ (3).

6. Hallar los autovalores y las autofunciones para el operador diferencial 3" = Ay
con los datos de contorno siguientes: a) y(0) = y(5) = 0; b) y(0) = y(27) = 0; c)
y(0) = 0 = y(1); d) y(0) = y(L) = 0, L > 0; e) y(~L) = y(L) = 0, L > 0; f)
y(a) =0=y(b), a <b.

7. Sea h : [a,b] — R funcién continua. Sea la ecuacién

Y —h(x)y=0
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y las condiciones de contorno

{ y(a) +2y(b) +y'(b) =

o) { y(a) +y'(b) =

En cada caso determinese si el correspondiente problema es autoadjunto.

8. Utilicese la identidad de Pargeval-Bessel para demostrar que

- 1 s
(@ 2o s

1 T
®) 2w

Indicacion.- Tdmese el problema de contorno y" = Ay, y(0) = y(w) = 0 y de-
sarrdllense en serie de autofunciones f1(x) =1 y fo(x) = x, respectivamente.

9. Pruébese que

si tel0,m]

t(m — 1) i sen 2(kt)
k2

1
Indicacion.- Utilicese el mismo problema de contorno que en el problema anterior.
10. Sea el problema de autovalores
y' =Ny
y(0) =0
ay(1) +y'(1) =0,

donde @ € Ry a # —1. Sea {\, }nen la sucesién de autovalores. Calcilese

1
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11. Sea f € C*, k > 1, 2n-periédica y sea

£ 1 o —ins A
fo = —= [ st mas

Probar que

Snfl@)= Y fln)e™
In|<N
converge uniformemente a f cuando N — oo, y ademads se verifica

sup |[Syf(z) — f(2)] < —.
a:€[0,27r]| N ( ) ( )| ]\[167E

12. Sea f(x) = e” en [—m, 7] y se extiende periddicamente a R. Determinese la suma

de su serie de Fourier en z = .

13. Calcilese la serie de Fourier de f(z) = 1 en 0 < x < 7 respecto de ¢, (z) =
sennx. Integrando esta serie determinese una serie que converja a g(x) = x en el
mismo intervalo.

14. Pruébese que lim foﬂ log x sen nxdx = 0.
n—oo

15. Se considera la serie

Fla) = Z sen (n'x)

n2
Pruébese que define una funcién continua. Si se considera la serie derivada término a

término, jconverge en media cuadratica a alguna funcién?

16. Sea la ecuacién diferencial

(E) y' +py +py=f(x), p1,p2€R,

donde f es 2m-periddica.

Utilizar las series de Fourier para obtener una solucién 2w-periédica de (E), dando
condiciones para su existencia. Apliquese a calcular soluciones periddicas de las ecua-
ciones:

gy — sen (nx) '
(a) Y +4y ; —
(b) y" +y = cosx.

/

(c) y" —y=|senx|.
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17. Sea A € R — Z. Desarrollar en serie de Fourier en [—m, 7] las funciones f(t) =
cos(At) y sen (At), estudiando para que puntos convergen estos desarrollos. Probar
que
m 1 = (=1)"2z
S —— T G zeR-Z
sen (rx) x * ; 2z _nz> O

18. Sea el problema

4
y(1) =y(e) =0

Estudiese si es autoadjunto. Escribase la solucién utilizando la funcién de Green.

Calctlense los autovalores y las autofunciones del problema. Determinese la solucién
1 .

para f(z) = z~2 en forma de serie.

1
{ 22y’ + 2xy + —y = f(x)

19. Para f € C(]0,7]) arbitraria, resolver el problema

{ y' —y=f()
y'(0) =y'(m) =0,
mediante desarrollo en serie de autofunciones.

Obtener directamente una solucién en el caso f(xz) = senz y comparando ambos
resultados, calcular la sumas

@) 21: azinaeE-1 Y 21: (n2 + D)(4n2 — 1)

20. Sea la funcién 10-periddica definida por

f(x)_{o —-5<z<0

3 0<z<s.

a) Hallar sus coeficientes de Fourier.
b) ;Cdémo habria de definirse f en z = —5, x = 0 y x = 5, para que la serie de Fourier
converja en todo punto?

21. Considérense las curvas planas simples, cerradas, C! y de longitud unidad.
Calctlense de entre ellas la que encierra drea méxima.
Indicacion.-
i) Longitud=1= [, ((z'(£))2 + (v/(1))2)"/%dt,
it) Utilizando la férmula de Green en el plano el drea encerrada es
Area= [y (z(t)y (t) — 2/ ()y(t))dt,
iii) Utilicense series de Fourier
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22. Obténgase por separacién de variables la solucién del problema

Ugz + Uyy = 0» (.’L‘, y) € [077(] X [077T]
u(0,y) = u(m,y) = u(z,m) =0
u(z,0) = sen’x

23. Calcilese la funcién arménica conjugada de la solucion de

{Au(fmy) =0, 22+ <1
u(e’) = f(0),  f €c(o,2n)).

Hégase el cdlculo formal que da el valor de frontera de dicha funcién conjugada.

24. Sea D = {(z,y)|z? + y* < 1} y consideremos F' = Vv de forma que

tlop =log((x — 5 + (s~ 3)?)

Haéllese razonadamente el minimo de

E= // |F|?dxdy,
D

sobre los campos gradiente definidos antes.

25. Obténgase una transformacién conforme que reduzca el problema de Dirichlet
Au=0, (z,y)€R%
u(z,0) = f(z), zeR
lu(z,y)| < e, (x,y) € RE,

al problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en el disco unidad.

26. Hallar la solucién wu(z,t) del problema

U —Uge =0, O0<x<l, t>0
u(0,t) =u(l,£) =0, t>0

(z.0) T OSxS%
et = 1—x %gxgl,

en forma de serie y estudiar su convergencia.
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27. Resolver mediante el método de Fourier los siguientes problemas:

U —Uge =0, 0<x<1, t>0
(a) ugy(0,8) =0=wu(1,%), t>0
wz,0)=1-2% 0<z<1.

Ut —Uge =0, O<x <7, t>0
w(0,t) =et, w(mt)=0, t>0

w(x,0) =22 0<z<m.

u(r,0) = sen(f5), 0 <z <25

Ut —Uge =, O0<x<m, t>0
uw(0,t) =et, w(mt)=0, t>0
u(z,0) =z(r —x), 0<z<nm

U —Uge =0, 0< <25, t>0
(c) u(0,t) =u(25,t) =0, t>0
Ut —Uge =0, O<x <7, t>0
uw(0,t) =e”t, w(mt)=0, t>0
w(z,0) =z(r —z), 0<z<m.
Ut — Uge T U, =0, O<ax<m, t>0
(f) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(z,0) = —z(r—z), 0<z<m.

Up — Ugy = sen (zt), 0<z<m, t>0
(9) u(0,t) =0 = uy(m,t), t>0

u(z,0) = senw.

U —Uge =0, O0<x <1, t>0
(h) w(0,t) =0, w(l,t)+u,(1,)=0, t>0

u(z,0) = sen?(mz).



Up—Upe =2 +e (2 1), O<z<m, t>0
uw(0,t) =et, w(mt)=t, t>0
u(z,0) =0, 0<z<m.

U —Uge =0, O<ax<m, t>0
w(0,t) = u(m,t) =0, t>0
w(z,0)=z(r—z), 0<z<m.

Ut — Uz =0, O<ax<m, t>0
Uz (0,1) = up(m,t) =0, t>0
u(z,0) =xz(r —2), 0<z<m.

. Resuélvanse los siguientes problemas por el método de Fourier,

Ut — Uz =0, O<z <7, tER
u(0,t) =u(mr,t) =0, teR
u(z,0)=z(r—z), 0<z<m
u(z,0) =2%(r —x), 0<ax<m.

Upp — Uge = cos(z+1), O<z<m tER
u(0,t) =u(m,t) =0, teR
u(z,0)=z(r—z), O<z<m

u(2,0) =2%(r —z), 0<z<m.

U — Uz +ur =0, O0<z<m, teER
u(0,t) = u(m,t) =0, teR

u(z,0) = sen(3), O0<z<m

ug(2,0) =xcos(3), 0<z<m.

Uy —Uge =, O<zx<m, tER
u(0,t) =u(m,t)=0, teR
u(z,0)=0, O<z<m

w(z,0) =0, 0<z<m.

207
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29.

Resolver mediante el método de Fourier los siguientes problemas.

Utt — Uge = 07

ug(2,0) = cos(

2

—t<x<m, teR
u(—m,t) =0=u(mt), teR
u(z,0) =0, —rmT<zx<mw

Zac),

—nmT<xr<T.

Ut —Ugpe =0, —nT<x<7, tER
u(—m,t) =0 =u(m,1),

u(z,0) = sen (7z) — sen (3z),

teR

us(x,0) =0, —7w<z<m.

Ugr — Uge = 50 sen (5z) sen (5t), 0 <z <,
teR

u(0,t) = 0 = u(m,t),

u(z,0) =0, O<z<m

u(z,0) =0, O0<z<m.

Ut — Uge = 0

)

0

<zx<l, teR

u(0,t) =0 =wu,(1,t), teR
O<zr<l1
u(2,0) = sen?(mz), 0<z <.

u(z,0) =0,

Uy = 256Uz, O0<zx <2, teR
U(Ovt) =0= Uz(27t)a

u(z,0) = { i

s2—2)

teR

Ly 0<z<1

—Tnm<r<T

teR

1<2<2, 0<z<l
u(x,0) =0, 0<x<2

Upp — gy, =0,, O<z<m, teR

keN, wug(mt)=0,
u(z,0)=0, O<z<m
u(z,0) =0, 0<z<m.

u(0,t) = sen (kct),

gutt — Ugy = Ova

0<z<l, teR

u(0,t) =0=wu(1,t) =0, teR
u(z,0) =2z(1 —z),

ut(x,0) = cos(

jus

2

x),

O<ax<l1
O<x<l.

teR
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30. Sea f funcion integrable sobre R, es decir,

1@z < o0

y sea
o0

f(e) = / ¢ 2mHE £ (1)dt

su t{ansformada de Fourier. Pruébese:
a) [f(€)] < Jg |f(z)|dz para todo £ € R

b) f(§) €C(R)
¢) limjg oo f(§) =0

31. Sea f € C*(R) tal que

k
F@I+H @I+ @) € ey, zER
Probar
a) > f(z + n), converge uniformemente en 0 < z < 1 a una funcién, fO(z), 1-
periddica.

b) %€ C?R)

c) Utilizar el desarrollo en serie de Fourier de f° para probar la férmula de sumacién

de Poisson,
[ee] oo .
> )= fn).
32. Sea el operador diferencial ordinario,
Lyl =y +y.

Sea E(x) tal que
- 1
(5) - 47_[_252 + 1
Probar que

vy = [ By

es solucién de Lly] = f.

33. Probar que S es denso en L', espacio de funciones integrables.
Indicacion.-

a) Considérese flg(x —t), definida en (3.6.40), que es una funcion temperada. Dada
g € L', pruébese que g-(x) = [ he(z —t)g(t) es temperada.

b) Pruébese que [g |ge(x) — g(x)|dx — 0 cuando e — 0.
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34.
Sea F(z,t) una funcién continua en [a,b] X [a, b] tal que

F(z,t)f(x)g(t)dxdt =0
[a,b] % [a,b]

para todas las funciones f, g € C([a,b]). Demostrar que F' es simétrica, es decir, que
F(z,t) = F(t,z) para todo (¢,z) € [a,b] X [a,b].
Apliquese a probar la propiedad de simetria (3.2.10 b).

35.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville

y// — 0
{ y(0) =y'(0), y(1)=y'(1).
a) (Es autoadjunto?

b) Calcular la funcién de Green, en caso que exista.

¢) Resolver el problema
1
2

V= 1re
y(0) =y'(0), (1) =y'(Q1)
36.
Consideremos el problema de Sturm-Liouville
{y//_Qy/+y:O
y(0) =0, y(1)=0.
a) Calcular la funcién de Green, en caso que exista.
b) Resolver el problema
{ Y =2 4y =e"
y(0) =0, y(1)=0.
37.
Dada la ecuacién del calor
U — Uz =0, O0<ax<L, t>0
u(z,0) =uo(z), 0<ax<L.
Datos de Contorno,

experimentalmente se conoce que u(z,t) — S(z) cuando t — oo. S recibe el nombre
de solucién estacionaria, y la diferencia R(x,t) = u(x,t) — S(z) recibe el nombre de
solucion transitoria. Calcular S y R en los casos siguientes:

a) Datos de contorno u(0,t) = A, wu(L,t) = B.

b) Datos de contorno u;(0,t) = 0 = uy (L, ).

c¢) Explicar en cada caso cémo depende S del dato inicial u,.



