CAPITULO 2

ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE PRIMER ORDEN.
EL PROBLEMA DE CAUCHY.

Introduccion

Este capitulo estd dedicado al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de
primer orden que se han motivado en la seccién 1.7. Concretamente se estudiard el
problema de Cauchy o problema de valores iniciales, que plantearemos precisamente
en su lugar y momento adecuados.

Hay que decir que este tema clédsico es de gran importancia para establecer resul-
tados en ecuaciones mas generales. Por ejemplo, el teorema de existencia de Cauchy-
Kovalevsky para datos analiticos necesita de los resultados de este capitulo como se
establecerd en la ultima seccién. También serd necesario para clasificar las ecuaciones
en derivadas parciales segtin tipos.

Por concrecién se presentan todos los resultados en dimension tres, empezando en
la seccién 2.1 con el caso més simple de las ecuaciones quasi lineales. La seccion 2.2
se dedicard a la ecuacién mas general.

Las dos ultimas secciones se dedican a aplicar lo estudiado a la clasificacién de
las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden y a probar un caso particular
del teorema de Cauchy-Kovalevsky, respectivamente. Esta tltima seccion puede ser
omitida en una primera lectura.
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En un apéndice se expone el caso de la ecuacién general en dimension cualquiera,
que puede prescindirse de él inicialmente pero que se incluye para satisfacer la cu-
riosidad de los lectores con mas motivacién matematica. Se cierra el capitulo 2 con
una lista de problemas seleccionados.

Como referencias y lecturas complementarias pueden usarse los textos de F. John,
”Partial Differential Equations”, Cuarta Edicion, Springer Verlag 1979y R. Courant-
D. Hilbert, ”Methods of Mathematical Physics”, Volumen I John Wiley Classics Edi-
tion 1989.
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2.1.- Ecuaciones quasi lineales de primer orden.

Consideraremos en esta seccién ecuaciones de la forma

(211) fl(mthau)ufm + f?(xlam27u)um2 = f($1,1'27’u,>

Tales ecuaciones son llamadas quasi lineales, pues si bien dependen linealmente de las
derivadas (uy,, Uz, ), €s no lineal la depencia en wu.

Ejemplos.

1.- La ecuacién
filzr, z2)ua, + folzr, 22)us, = fa1, z2)u

es lineal pues ademas de ser quasi lineal la dependencia en u es lineal. A este caso
podran aplicarse en particular los resultados que se obtengan a continuacion.

2.- La ecuacién u; + a(u)u, = 0, donde las variables independientes son ahora t y
puede escribirse también como u; + A(u), = 0 siendo A(u) = [, a(s)ds.

Empezaremos a precisar algunas condiciones sobre la ecuacién (2.1.1); en primer
lugar se supone que fi, f2, f estdn definidas en un abierto  C R3. Supondremos asi
mismo que:

1) f1, f2, f € C1(£2), es decir, son continuamente derivables en ().
2) |fi(z1, z2,w)| + | fa(21, w2, u)| > 0, si (21,22, u) € Q

La hipétesis 1) es una condicién de regularidad suficiente; la hipdtesis 2) garantiza

que hay ecuacion en derivadas parciales en todo 2.

2.1.1. Definicidn.
Por solucién de la ecuacion (2.1.1) entendemos una funcion, ¢, definida en un
abierto G C R?,
¢:G— R,

de manera que ¢ € C1(G) y
(1) (z1,22,P(x1,22)) € Q.

(2) Cualquiera que sea (x1,x2) € G se verifica
fi(@r, w2, 0(@1, 02)) o, (21, 2)+f2 (21, X2, (21, X2)) oy (1, w2) = f(21, 02, (21, 72)).

Es claro que el concepto de solucién introducido por la definiciéon anterior es de
caracter local. En otras palabras, se considera como solucién al par (G, ¢), pudiendo
ser G el entorno de un punto.

Esta idea trae aparejada una dificultad obvia y es saber cuando dos soluciones
locales, ¢1 y ¢ definidas en G y Ga, respectivamente, pueden considerarse de alguna
forma como un unico objeto. La idea es que ¢ y ¢2 coincidan en G; N G5. Podemos
interpretar de esta manera que ¢; y ¢2 son restricciones de una misma solucién a
abiertos més pequenos. Por tanto damos la definicion
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2.1.2. Definicion.
Entenderemos que (G1,¢1), (Ga,¢p2), son una misma solucidn de (2.1.1) si se
verifica que
b1lcinG, = P21GinG,

Recurriremos al significado geométrico de la ecuacién para explorar como construir
soluciones. Como resultado de este estudio geométrico apareceran los datos que son
admisibles para plantearnos un problema de wvalores iniciales.

Supongamos una solucién local de (2.1.1),

$:GCcR?>—R,

y sea su grafica
Y= {(z1,72,0(z1,22)) | (z1,72) € G}.

El vector normal a ¥ es n = (¢,,, ¢z,, —1). Si consideramos el campo dado por los
coeficientes de la ecuacidn, es decir, F = (f1, fa, f), que estd definido en (2, se tiene
que el ser ¢ solucién implica que

(n,F)=0 en X

En otras palabras F es tangente a > en todos sus puntos.

Por tanto, parece natural intentar construir las superficies solucién o graficas de
soluciones, a partir de las curvas de campo asociadas al campo F, es decir, las curvas
tangentes a F' en cada punto. Evidentemente hay que precisar como generar superficies
a partir de curvas, pero lo que es claro, es que las curvas tangentes a F son las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo siguiente:

i (t) = fi(wr, ze,u)
(2.1.2a) xh(t) = fa(x1, 22, u)
u'(t) = f(z1,z2,u)

A (2.1.2a) se le llama sistema caracteristico de la ecuacién (2.1.1). Las graficas en R?
de las soluciones de (2.1.2a) se llaman curvas caracteristicas.
Teniendo en cuenta que suponemos fi, fa, f € C*(£2), para cada dato inicial

(2.1.20) (21(0),22(0),u(0)) = (£7,£2,1") € ©

el problema de Cauchy planteado por (2.1.2a) y (2.1.2b) tiene solucién local dinica en
virtud del teorema de existencia de Picard.

Ademas, la dependencia de las soluciones con respecto a los datos iniciales es
diferenciable bajo nuestras hipdtesis. Este resultado se conoce habitualmente como
teorema de Peano.
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El lector puede encontrar los detalles sobre los resultados anteriores en las referen-
cias dadas en la seccién 1.1 o en M. Guzmdn, ”Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”,
Editorial Alhambra 1975.

Precisamos a continuaciéon qué entendemos por generar una superficie a partir de
las curvas caracteristicas.

Si fijamos una curva v : [0,1] — R? regular, v € C1(]0,1]), y cuyas coordenadas

V(s) = (au(s), az(s), B(s)),

podemos considerar la familia uniparamétrica de curvas soluciones de (2.1.2a) verifi-
cando para cada s el dato inicial

(21(0), 22(0), u(0)) = (1 (s), @2(s), B(s)),
que denotaremos por
(2.1.3) T(t,s) = (X1(t, 8), Xa(t, 8), Z(¢, 9))

Para sg fijo el vector tangente a T'(¢,s0) es T'4(t, s9) v por tanto viene dado por el
segundo término del sistema caracteristico (2.1.2a), es decir, abreviadamente,

Li(t,50) = F(I'(t, 50)) = (f1(T(t, 50), fa(T(E, 50)), f(L(E, 50))

Por otra parte para ¢t = 0 tenemos que I'(0, s) = v(s) y asi el vector tangente es

7' (s) = (a1 (5), a5 (), B'(s))

En consecuencia para que I'(t, s) sea la parametrizacién de una superficie regular,
es decir, con plano tangente en cada punto y que éste varie con continuidad de punto
a punto, necesitamos que, al menos sobre la curva inicial, los dos vectores tangentes
calculados sean linealmente independientes. Algebraicamente esto quiere decir que el
rango de la matriz formada por las coordenadas de ambos vectores sea exactamente
dos, es decir,

Ji(aa(s),az(s), B(s))
(2.1.4) rango | folai(s), an(s), A(s)) aj(s) | =2
flaa(s), aa(s), B(s))  B'(s)

Si admitimos un argumento de continuidad basado en los citados resultados de
ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos la forma de generar soluciones paramé-
tricamente, a costa de suponer la condicién (2.1.4) sobre la curva +.

Nos referiremos a la condicién (2.1.4) como condicidn de transversalidad de la curva
v v el campo que define la ecuacién (2.1.1) o, si se prefiere, al sistema caracteristico.
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La mayor dificultad que habremos de resolver es probar que las funciones asi
obtenidas definen una solucién de (2.1.1). Para ser mds precisos, si pudiesemos
probar que la condicién (2.1.4) implica que

{ T = Xl(t78)
To = Xg(t,s)

tiene inversa local,
{ s= S(x1,x2)

t= T(x1,x2)

todo quedaria reducido a establecer que
u=Z(T(z1,22),S(x1,22)) = ¢(x1,T2)

es una solucién de (2.1.1). Ademds deberemos establecer si esta es la tnica solucién
con el dato .

Antes de hacer un planteamiento formal de las anteriores ideas, las vamos a ensayar
en un ejemplo que nos permita hacer todos los calculos explicita y sencillamente. Se-
guro que de esta manera entenderemos mejor lo que hemos razonado heuristicamente.

Ejemplo 1.

Consideramos la ecuacion
A1y, + G2Uz, —b =10

donde aj,az2,b € Ry |ai| + |az| > 0. Como se ve se trata de una ecuacién lineal.
Evidentemente las curvas caracteristicas son las rectas con vector de direccién
(a1, a2,b), es decir,
(t) =ait+¢f
2(t) = agt+£3
u(t) =bt+n°.
)

T

=

Tomando una curva vy(s) = (a1(s), as(s), 8(s)), transversal al vector (a1, as,b),

a a
et (it afly) 2O
entonces,
(2.1.5) U(t,s) = (a1t + ai(s), agt + az(s), bt + 3(s))

es la ecuacién paramétrica de un cilindro de generatrices paralelas al vector (ay, ag,b).
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Observacion. Un caso particular interesante, es cuando se tiene la ecuacion
u +cuy =0

y se toma el dato u(0,z) = ¢(x). La solucion resulta ser ¢(x — ct) que es lo que
cuando se estudie la ecuacion de ondas se llamard una onda plana.

Tomemos en particular la curva v(s) = (ags, —ays, s?). De acuerdo a la expresién
(2.1.5) se tiene, resolviendo el sistema lineal que resulta,

_a1x1 + axx2
at + a3
a2T1 — 172
a% + a%

)

Sustituyendo en Z(t,s) = bt + s2, resulta

a1T1 + asx2
a? + a3

T — a1T2
a? + a3

2
u(zy, z2) = b( )+ ( )
que directamente se puede comprobar es solucién de la ecuacién.

También se verifica que u(ags, —a;s) = s; es decir, hemos determinado una su-

perficie solucién de la ecuacién que sobre la curva plana
*
¥ (s) = (azs, —ay )

toma el valor s2.

En el ejemplo 1 el resultado se ha conseguido porque hemos podido invertir explicitamente
(t,s) en términos de (z1,22) al tratarse de una expresion lineal.

En general el resultado de inversién lo daré el teorema de la funcién inversa. Re-
mitimos al lector, por ejemplo, al texto de J.E. Marsden, ”Elementary Classical Anal-
ysis”, W.H. Freeman Co. 197/, para todos los detalles sobre este resultado bésico del
Anélisis.

Precisamos a continuacion las hipdtesis que hemos conjeturado:

I) Hipdétesis sobre la ecuacidn.
Las condiciones que se suponen sobre la ecuacién (2.1.1), es decir,

L[U] = f1($1,l'2,u)uzl +f2(x17x27u)u12 - f(x17x27u) = 0)

son

(1) f1, f2, f € CHQ), siendo  C R? un dominio abierto, es decir, un subconjunto
abierto y conexo.
(2) |fil + |f2| > 0, para cada (x1,x2,u) € Q.
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IT) Hipdtesis sobre la curva dato.
Sobre la curva dato se hacen las hipétesis siguientes:

(1) v € C}(I), donde I C R es un intervalo, y v(s) € Q para cada s € I que lo
que quiere decir es que se trata de una aplicacién

v: I —QCcR3

(2) | (s)|+ |ah(s)| > 0 sobre el intervalo I. Es claro que esta condicién establece
que en ningdn punto la curva tiene tangente paralela al eje Ou.

(3) La condicion de transversalidad (2.1.4) se postula también sobre las dos primeras
coordenadas, es decir se supone que

e filai(s), aa(s),B(s)) af(s)
det (f2(061(8),a2(3)’ﬂ(8)) a’2 > 7& 0

para cada s € I.

Es claro que las hipédtesis 2) y 3) se pueden hacer sobre otro par de coordenadas,
entonces se definird la coordenada restante como funcién de ellas.

Planteamiento del problema de Cauchy. El problema de Cauchy, o problema
de valores iniciales, se plantea en los siguientes términos

Problema.
Dada la ecuacion

Lu] = f1(x1, 22, u)uy, + fo(x1, 22, u)ug, — f(x1,22,u) =0
y la curva dato
7(s) = (ai(s), aa(s), B(s)),

encontrar una funcion
¢:GcR?>—R,

¢ € CH@), tal que:
7’) (xl7x2a¢(x1ax2)) S Q si (‘Ihx?) € Ga
i) ¢ verifica la ecuacion, en el sentido que si (x1,22) € G entonces

fi(zr, w2, d(x1,22))ba, (1, 2) + fo(21, T2, P(@1,72)) Pay (21, 22) =
= f(951,$27¢(171,132))

i) ¢p(a1(s),aa(s)) = B(s) para s € I
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La expresién problema de valores iniciales queda justificada porque buscamos una
funcién solucién de la ecuacién tal que sobre la curva plana (a1 (s), aa(s)) tome el valor
B(s). Es tanto como decir que la superficie solucién (grifica de la funcién solucién)
contiene la curva tridimensional ~.

Como quedd dicho anteriormente, el concepto de solucién que usamos es de caracter
local, es decir, se considera el par (G, ¢). Por esta razén cuando se hable de unicidad,
habré que entenderlo como se precisa en la definicién (2.1.2).

2.1.3. Teorema.
Consideremos el problema de Cauchy

(P) {f1($17$27u)uzl + fa(®1, 2, Wug, — f(21,22,u) =0

u(ai(s), az(s)) = B(s),

donde la ecuacion y el dato verifican las hipdtesis 1) y II) anteriores.
Entonces, el problema (P) tiene una inica solucidn local u, con derivadas primeras
continuas.

Demostracion.

1.- Ezistencia. Comenzamos probando la existencia de al menos una solucién local
regular, siguiendo los razonamientos geométricos anteriores. Para ello, consideramos
el problema de Cauchy para el sistema caracteristico

dx
d—tl = fi(z1,z2,u)
dx
d—tz = fo(z1,z2,u)
du
E :f(xlaanu)y

con dato inicial para s fijo,

u(0) = B(s).

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias establece,
que el problema de Cauchy anterior tiene una tnica solucién,

X1 = ¢1(t7a1(5)7 O‘2(S)7ﬁ(8)) =Xy (t’ S)
(2.1.6) vy = ¢a(t,a1(s), aa(s), B(s)) = Xalt, s)
u=  ¢3(t,a1(s),as(s),B(s)) = Z(t, s).
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Ademads en un entorno del punto (0, s) se tiene que la funcién vectorial,
(tv S) - (Xl (ta S), X2(t7 5)7 Z(t7 5))

definida por (2.1.6) es continuamente derivable, en virtud del teorema de Peano sobre
la regularidad de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria respecto a los datos
iniciales.

De esta manera la funcién vectorial (2.1.6) define paramétricamente una super-
ficie C1(G(0,s)) donde G(0,s) es un entorno del punto (0, s), pues la condicién de
transversalidad se escribe como sigue

Xls(oa 5) X2$ (Oa 5)
Xlt(O, S) th(O, S)

ay(s) as(s)

' Filon(s),an(s), 6(s)  falan(s), an(s), B(s) | 7

El teorema de la funcién inversa implica, entonces, que en un entorno de (0,s) la
funcidn, (X1 (t, s), X2(t, s)) tiene inversa continuamente derivable,

{ t= T(x1,12)

s= S(z1,x2),
es decir,
{ 1 = Xl(T($1,$2),S($1,$2))
z2 = Xo(T(z1,22),5(z1,22))
Yy
{ 0= T(ai(s),az(s))
s= S(ai(s),az(s)).
Definimos

w(z1,x2) = Z(T(x1,22), S(x1, 22))

y probaremos que es solucién del problema de Cauchy.
En efecto,

fluﬂ?1 + f2uz2 = fl(Zthl + ZsSm) + f2(ZtTI2 + ZSSZQ) =
(217) == Zt(fngcl + fQTac2) + Zs(flszcl + f2Sw2)
= Zt(Xlthl + X2tTa:2> + Zs(XltSzl + X2t5x2>

donde se ha tenido en cuenta que (X7, X3) es solucién del sistema caracteristico. De
otra parte, se observa que
Xlthl + X2th2 =1

X152, + X218z, =0

pues son un término de la diagonal principal y otro fuera de ella respectivamente, de
la matriz producto de las matrices jacobianas de (X1, X2) v (T, S) que son funciones
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inversas. Si ademads se tiene en cuenta que al ser Z la tercera componente del sistema
caracteristico, Z; = f, (2.1.7) se convierte en

fluﬂh +f2u$2 = f7

es decir, u es solucién de la ecuacion. Que verifica el dato se comprueba en la siguiente
cadena de identidades

u(aa(s), az(s)) =Z(T'(

Q
iy
—~
»
~
Q
V]
—~
»
~
¥
W
—~
Q
—
—~
»
~
Q
V]
—~
»
~
N
¥

2.- Unicidad. La unicidad resulta como consecuencia del siguiente resultado.

2.1.4. Lema.

Sea S = {(x1, 22, ¢(x1,22)) € G x R} una superficie solucion y P un punto de S.
SiT(t) = (x1(2), 22(t), 2(t)) es la caracteristica tal que P =T'(0), entonces se verifica
que I'(t) € S para cada t tal que (x1(t),z2(t)) € G.

Demostracion.
Basta considerar la funcién U(t) = z(t) — ¢(x1(t), z2(t)) y probar que puesto que
U(0) = 0, se verifica U(t) = 0. Pero se tiene tras derivar que

( ) = flaa(t), 22(t), 2(1) —
f@i(t), 2a(8), U(E) + ¢(21(2)

(2.1.8) ¢x1(x1(t),932( D121 (2), 22

- %2 (@1(2), z2(t)) f1 (21 (2), 22
F(t,U()),

ya que, evidentemente, z(t) = U(t) + ¢(x1(t), z2(1)).
De (2.1.8) se tiene que U verifica

U'(t) =r@u(t)
{ U©) =o.

&
~
~—
~
\

(PO)

Como ¢ es una solucién de la ecuacién de (2.1.1), se comprueba que la funcién V(t) = 0
es solucién de (PO); basta sustituir la funcién nula en (2.1.8).

La unicidad de solucién para ecuaciones diferenciales ordinarias implica que nece-
sariamente, entonces, U(¢) =0. O

Una lectura adecuada del lema anterior establece la unicidad para el problema de
Cauchy de la ecuacion de primer orden quasi lineal que estamos estudiando. A saber,
la existencia se obtiene construyendo la solucién con caracteristicas y el lema (2.1.4)
prueba que si una caracteristica tiene un punto en comun con una solucién, los tiene
todos.
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Podemos resumir el argumento de unicidad de la manera siguiente:

Si existiesen dos soluciones distintas para el dato dado, cada caracteristica pasando
por cada punto de la curva dato deberia estar contenida en ambas. Lo cual es una
contradiccién. O

Al igual que para las ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene un resultado
de dependencia continua respecto a los datos. Pasamos a precisar en que sentido
entendemos dicha continuidad y a probar el resultado.

Supongamos las curvas dato

{ 1(s) = (ai(s), az(s), 5(s))
V(s) = (aa(s), aa(s), B(s)),

donde 3(s) y B(s), coinciden fuera de un intervalo compacto.

Sean I'(t,s) y I'(t, s) las respectivas soluciones en forma paramétrica.
Entonces podemos escribir fijado s

IT(t,s) = T(t. 5)|| <
< |B(s) — B(s)| +/0 (D1 5)) = filL(r, )| + [F(T(r, 8)) = F(T(r,5))[}ar.

Por las hipétesis de regularidad sobre fi, fo y f, aplicando el teorema del valor
medio sobre una bola de R3 que contenga los puntos donde las curvas dato no coin-
ciden, existe una constante K > 0 tal que

[f(T(t,5)) = (Tt )] < K[[T(t,s) = (¢, 5)l,

F(D(t9) = fi(D(t,9)| < K|ID(t,s) ~D(t,s)l| si i=1,2.

Por tanto, resulta

t
0, 8) = T(E, 8)l] < 18(s) = B(s)] + K/O 1T (u, ) = T(u, s)||du,
y por la desigualdad de Gronwall concluimos que

ID(t,5) = T(t, )| < 18(s) = Bs)le™,

lo que prueba la continuidad en el sentido de la convergencia uniforme sobre com-
pactos. El lector puede consultar cualquiera de los libros de ecuaciones diferenciales
ordinarias citados en las referencias para encontrar una prueba de la desigualdad de
Gronwall, aunque le sugerimos que intente demostrarla por si mismo en este caso
sencillo.
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El teorema de existencia y unicidad que acabamos de probar es de caracter local.
La pregunta inmediata es si estos resultados se pueden globalizar. La respuesta es
negativa si el concepto de solucion es el clasico, es decir, de una funcién con derivadas
continuas y que sustituida ella y sus derivadas en la ecuacién, la verifican identica-
mente.

El ejemplo que sigue es paradigmatico a este respecto. Se trata de una ecuacién
de Euler en una dimension.

Ejemplo 2.

Consideremos el problema de Cauchy

{ Zt(ﬂj (;“m i 2’(@-

El sistema caracteristico es:

dr
dt
B
dr
du
hka— ¥
dr ’
y el dato parametrizado
ai(s) =s
az(s) =0
B(s) = h(s).

Por tanto tras integrar el sistema caracteristico se tiene que la solucién parametrizada
es

(2.1.9) T(r,s)= T

Si se eliminan s y 7 resulta
u = h(x — ut),

que es la solucién definida implicitamente.
En el plano zt las dos primeras componentes de la curva caracteristica que pasa
por el punto (s,0,h(s)) definen la recta

x = s+ h(s)t.
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Sobre dicha recta la tercera componente es constante y su valor es Z(r,s) = h(s), de
acuerdo con (2.1.9). Si se sigue la pauta de la prueba del teorema, la solucién sobre
tal recta tiene el valor de Z, es decir, también, u = h(s).

Para dos valores s; # sy las correspondientes rectas, proyecciones de las carac-
teristicas sobre el plano xt se cortan en un punto P dado por el valor del pardmetro

S2 — S1

hls2) —h(en)”

to = —

si este estd bien definido.

Segun la observacién anterior, en dicho punto, de estar definida la solucién como
una funcién, deberfa tomar a la vez los valores h(s1) y h(sz2). Es decir, es en general
imposible definir globalmente una funcién solucién que sea derivable con continuidad.

Con el siguiente célculo quedard claro qué tipo de singularidad se tiene. Estudiando
la variacion de u, a lo largo de una recta caracteristica se tiene

Uy = I (8)sg,

pero
1

B 1+ h(s)T

Sg = [375]71

Por tanto si h'(s) < 0 tenemos que para 7 — t; = f@ se verifica que u, — oo.
Entonces en tales puntos la funcién solucién deja de ser derivable con continuidad.

Si se recuerda la obtencion de la ecuacién en §1.7, puede observarse que hay una
expresion integral que no requiere la regularidad de la solucién y que es equivalente a
la ecuacién puntual cuando la solucién es regular. Para entenderlo mejor, escribamos
la ecuacién como la divergencia de un campo, es decir,

(2.1.10) A(u)r + B(u), =0,

o bien,
A (w)us + B (u)ugy =0

y para que sea equivalente a la ecuacién uy + uu, = 0 debe verificarse que
B'(u) = uA’(u).

El lector habra comprendido que lo que hacemos es multiplicar la equacién por A’(u),
y calcular una primitiva de A’(u) y de uA’(u), a la cual llamamos B.
Pero ahora tenemos que si a,b y ¢ son arbitrarios, por integracién de (2.1.10),

d b
(2.1.11) 0= a(/a A(u(z,t))dz) + (B(u(b,t)) — B(u(a,t)),
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que es lo que se conoce como una ley de conservacion.
Si suponemos que u € C'(R?), entonces (2.1.11) implica que u verifica la ecuacién
en derivadas parciales de partida, es decir,

uy + uuy, = 0.

Pero observamos que (2.1.11) es vélido para u con menos regularidad, por eso (2.1.11)
puede servir para definir lo que es una solucidn débil de la ecuacién (2.1.10).
Sea u una solucién débil de la ecuacién (2.1.10), que es regular excepto en una
curva
z=o(t),

a través de la cual la solucién tiene un salto finito.
Suponemos que ut = lim,_, 54+ u(x,t) y v~ = lim,_ ;- u(z,t) son finitos, en-
tonces, si a < o(t) < b, (2.1.11) podemos escribirlo como

o(t) b
0= %(/a A(u(z,t))dz + /U(t) A(u(z, t))dz) + (B(u(b, t)) — B(u(a,t)),

de donde efectuando los célculos se tiene

o o(t) b
0= Z—t(t)(A(u*) — A(u™)) + B(u(b,t)) — B(u(a,t)) + (/a Ai(u)dz + /U(t) Ai(u)dz)
do a(t) b
= E(t)(A(u_) — A(u™)) + B(u(b,t)) — B(u(a,t)) — ( B, (u)dz +/ B.(u)dz).
a o(t)

Por tanto, efectuando las dos tltimas integraciones, tenemos

do, . B(u')—B(u")

(2.1.13)

&= A = A

que da la velocidad de propagacion de la discontinuidad en términos de la variacién
de Ay B en el salto de u. La condicién (2.1.13) se conoce como condicidn de choque.

Lo hecho para nuestro ejemplo tiene validez en casos muy generales que quedan
fuera del alcance de este texto. No obstante el siguiente ejemplo puede ser ilustrativo
pues pone de manifiesto como puede tenerse solucion débil global no regular.

Ejemplo 3.
Consideramos el Problema de Cauchy

Ve o
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con
1 si <0
hz)=¢ 1—=x si 0<z<1
0 si 1

Podemos encontrar solucion local con derivadas primeras continuassit < 1. Ent > 1
las caracteristicas se cortan y no se puede tener solucion regular. Podemos definir
parat > 1

1+t
1 si %
siox>—;
2 b
o 141 1
que es una solucién débil, regular salvo en = = 5 t>1. El salto es s = 3.

Multiplicando la ecuacién (2.1.10) por una funcién ¢ € C5°(R?) e integrando por
partes, se obtiene

(2.1.12) /R (A(w)ds + Bu)o,)dzdt = 0.

Otra posibilidad de definir una solucidn débil de (2.1.10) es pedir que se verifique
(2.1.12) para toda ¢ € C5°(R?), que no depende de que u sea regular.

Este concepto de soluciéon débil es el conocido como solucion en sentido de dis-
tribuciones. Este contexto da gran fluidez de cédlculo pero queda también para un
estudio mas avanzado del que aqui se pretende.

Debemos, sin embargo, reflexionar en el calculo que hemos hecho. La solucién en
un sentido clasico, entendida como funcién derivable, puede existir sélo localmente.
Entonces se extiende el concepto de soluciéon a costa de tener comportamientos més
complicados.

2.2.- Ecuacion general de primer orden

Sea la ecuacién
(221) F(mlax%uauxuuxz) :O’

donde se supone que F € C%(Q), siendo Q2 C R? x R? un dominio abierto, y tal que
es aplicable el teorema de la funcién implicita, respecto a u,,, o bién respecto a uy,.
Es clésico notar p = u,, v ¢ = us,, de manera que la ecuacion se escribe entonces
como
F(‘Tla Z2,Uu,p, q) =0
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y la condicién para que sea aplicable el teorema de la funcién implicita resulta entonces
|Fp| 4+ |Fy] >0, en todo punto (z1,z2,u,p,q) € Q.

Notaremos por * la proyeccién de € sobre R?, espacio de las variables (21, 72, u).
De esta forma podemos imaginar €2 como formado por puntos de 2* a los cuales se
les asignan vectores de la forma (p,q, —1).

2.2.1. Definicién.
Diremos que la funcion ¢ definida en un abierto G C R? es una solucién de la
ecuacidn (2.2.1) si se verifican:

(1) ¢ € C*(G),
(2) F($1,$2,¢($1,x2),¢m (x17x2)7¢m2(5ﬂ1a$2)) =0 para cada ($1,(E2) eq.

La condicién de regularidad que pedimos a ¢ es consecuencia de la regularidad
exigida a F, que estd motivada tUnicamente para simplificar los argumentos en la
demostracion de los teoremas de existencia y unicidad.

La condicién 2) supone en particular que

(.’L’l,.’E27 ¢($1,$2)7¢I1 (I1’x2)7 (bl’z (1'1,1'2)) € Q.

Es bastante sorprendente que para la ecuacién general también se obtenga el re-
sultado de existencia y unicidad local, mediante la integracién de un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, como ocurria en el caso més sencillo de la ecuacién
quasi lineal.

También en este caso va a ser transcendental la interpretacion geométrica que
podemos hacer de la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1). La geometria es un poco
mas complicada en el caso general, pero tan ilustrativa como en el caso quasi lineal.
. Qué significa la ecuaciéon geométricamente? Fijemos un punto (29,29, u") € Q* y
supongamos que ¢ es una solucién de la ecuacién (2.2.1) definida en cierto abierto G,
tal que u® = ¢(29,29). Si (p,q,—1) designa al vector normal a la grafica de ¢ en el
punto (29,29, u%), necesariamente ha de verificarse que

F(I‘g’mg’u()?p’ q) = O'

Por tanto, para encontrar superficies solucién que pasen por un punto hay que bus-
car entre aquellas cuyo vector normal tiene sus dos primeras coordenadas satisfa-
ciendo la ecuacién no lineal F(z9,29,u", p, q¢) = 0. En otras palabras, fijado un punto
(29,29, u%) € Q*, la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1) seleccciona los pardmetros
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p vy g, de forma que (p,q,—1) es el vector normal a un plano pasando por el punto
fijado y que es el candidato a ser un plano tangente a una superficie solucion.

La envolvente de esta familia de planos es un cono, el cual recibe el nombre de cono
de Monge en honor del matemédtico francés G. Monge, quien introdujo este método
para abordar el problema. Asi pues, mientras que en el caso quasi lineal la ecuacién
asigna a cada punto un vector, en el caso general asigna a cada punto el cono de
Monge correspondiente. Como se ve, la geometria es en efecto mas complicada.

Determinar el cono de Monge que la ecuacién asigna a cada punto es nuestra tarea
inmediata. Sea P° = (29,29,4"%) € Q* un punto fijado; el cono de Monge es la

envolvente de la familia de planos
(2.2.2) { (X1 —ad)p+ (X2 —af)g=U —u°
F('r(1)7 x87 UO,IL q) =0.

Como por hipétesis |F,| + |F,| > 0, podemos suponer que, por ejemplo, F, # 0y, por
tanto, que F(29, 29,1 p,q) = 0 define implicitamente a p como

(2.2.3) p = f(2?,29,4° q).

Es decir, en realidad (2.2.2) es una familia uniparamétrica de planos. Como con-
secuencia las generatrices del cono de Monge en el punto P° se obtienen como la
interseccién de los planos en (2.2.2) con

0= (X1 - I?)dfq + (Xp — 9)
Pero derivando implicitamente con P° fijo, tenemos que
dp
de—q + Fq -

por lo que, tras un cdlculo algebraico elemental, las generatrices del cono de Monge
escritas en forma continua son
F(x(l)?wg7u07paq) =0
X, —af B Xy — a9 B U—u°
Fy(af,23,u%p,q)  Fy(a},23,u’ p,q)  pFp(af, 29, u%p,q) + qFy(2?, 25,4’ p,q)’
Llamaremos curvas de Monge a las que en cada punto son tangentes al cono de
Monge, es decir, son las soluciones del sistema diferencial ordinario

dlL’l

E = Fp(xlax%uvpa Q)

dlL’Q

E = Fq(I1,$2,U,p,q)

du

o~ PE(@n e up,q) + aFy(21, 22,4, p,9)
F($1,I2,U,p, Q) =0.
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Es claro que, en general, se tiene un parametro libre, o dicho de otra forma por cada
punto de 2* pasa una familia uniparamétrica de curvas de Monge. Ahora bien, si una
curva de Monge,

(21(2), 22(t), u(t)),

se supone situada sobre una superficie soluciéon u = ¢(x1, x2) entonces la normal a la
superficie a lo largo de la curva ha de variar siguiendo las ecuaciones,

dp dzry dzs
% :pwlﬁ'f'pmzﬁszle'f'prFq
dq dry dzo
% Zleﬁ +szﬁzqg:1Fp+qgcqua

donde los valores de py,, D,y Gz, ¥ ¢z, Se calculan derivando en la ecuacién respecto
a x1 y T2. Mas precisamente, derivando se tienen las dos ecuaciones siguientes

{le+pFu+Fppx1+Fqu1 =0
Fw2+un+Fppx2+FqQ$2 =0,

y por hipétesis ¢ tienen derivadas segundas continuas, entonces se tiene que py, = ¢, ,
por el teorema de Schwartz sobre la igualdad de las derivadas cruzadas. Por tanto,
despejando, resultan las ecuaciones que deben satisfacer p y ¢ a lo largo de la curva
de Monge situada sobre la superficie solucién y que son

dp
a —Fe =Pl
dq
a ~Fe: —aFu

De esta manera a la solucién u = ¢(x1, z2) le hemos asociado una familia de curvas
de Monge situadas sobre su grafica tales que los parametros p y ¢ satisfacen el sistema

dxl
E :Fp(l'(l)vxgauovpa q)
dxg
E :Fq(m?,mgauoapa(n
du 0 .0 ,0 0 .0 ,0
E :pr(xlaxZau 7paq)+qu(xlax2vu 7paq)
d
d_f = _le _pF’lL
d
d_z = _F$2 _un
F(x(l)axgvuovpvq) =0.

Las cinco ecuaciones diferenciales se llaman sistema caracteristico relativo a la ecuacion
en derivadas parciales de primer orden.
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Parece natural intentar construir soluciones de la ecuacién en derivadas parciales
por integracién del sistema caracteristico con datos iniciales verificando

F(m?,xg,uo,po, qo) =0.

La primera dificultad es que en apariencia el sistema formado por las cinco ecuaciones
diferenciales y la condicién sobre los datos es sobredeterminado. A este respecto
observemos que si se tiene una solucion del sistema caracteristico,

(@1(2), z2(t), u(t), p(t), ¢(1)),

y llamando
9(t) = F(z1(t), z2(t), u(t), p(t), q(1)),

se verifica

dJCl dl‘g d_u dp dq -

"t) = Fy, — + F,, —= + F, F,— -
g () xldt+’”2dt+“dt+”dt Tt

=F, F,+ F,,F,+ F,(pF, + ¢F,) + Fp(—Fy, — pFy,) + Fy(—Fy, —qF,) =0

Es decir, la funcién F' es constante sobre las caracteristicas, de forma que si en ¢t =0
se verifica que 0 = F (29,23, u% p°, ¢°), entonces se verifica

0= F(x1(t), zo(t), u(t), p(t), q(t)),

en todo t € I, intervalo de definicién de la caracteristica. Esto se traduce en que la
sexta condicién es compatible con el sistema de ecuaciones diferenciales caracteristico
y, por tanto, que el problema es soluble.

Conviene ahora reflexionar sobre el significado geométrico del sistema caracteristico
y de sus soluciones.

Una solucién del sistema caracteristico debe entenderse como una curva en el es-
pacio R3, (z1(t),x2(t),u(t)) v, a lo largo de ella, una familia de planos cuyo vector
normal es (p(t), q(t), —1). Observemos que

(2.2.4) u'(t) = 21 ()p(t) + 25 (t)q(t),

es decir, se trata de planos tangentes a la curva.

Para t, fijo el punto correspondiente, (29,29, 4% p°, ¢°), de la solucién del sistema
caracteristico serd llamado un elemento de banda, en el sentido que las dos ultimas
coordenadas son las componentes de un plano tangente. A las soluciones del sistema
caracteristico las llamaremos bandas caracteristicas por verificar (2.2.4) y diremos que
(z1(¢t), z2(t), u(t)) es la curva caracteristica soporte.
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El resultado que sigue establece que toda solucién de la ecuacion en derivadas
parciales estda engendrada por bandas caracteristicas. FEste resultado es en realidad
un resultado de unicidad como veremos; ademas indica como deben de construirse las
soluciones. En concreto establece que dada una solucion de la ecuaciéon en derivadas
parciales, si tomamos un punto de su gréfica y el vector normal al plano tangente a ella
en dicho punto, la banda caracteristica con tales datos iniciales, verifica que su curva
caracteristica soporte, (x1(t), z2(t), u(t)), estd contenida en la superficie solucién para
todo t, siendo ademds (p(t), q(t), —1) el vector normal a la superficie solucién en el
punto (1 (), z2(t), u(t)).

2.2.2. Lema.
Sea (x1(t), x2(t), u(t), p(t), q(t)) banda caracteristica definida en el intervalo I y sea
u = ¢(x1,22) solucidn de F(x1,x2,u,p,q) = 0. Si para algin ty se tiene que

(2.2.5) p(to) = du, (z1(t0), z2(t0))

(2.2.6) p(t) = ¢u, (21(1), 22(1))
- )

Demostracion.
Sea

(I(l)v :Eg, uovpov qo) = (‘Tl(to)v xQ(t0>7 U(to),p(to), Q(tO))a

verificando la hipé6tesis (2.2.5). Consideramos las ecuaciones diferenciales

(2.27) { 2y (t) = Fp(z1,22,0(x1,22), Puy (X1, %2), duy (@1, 72))

xé(t) = Fq(x17x27 ¢(I15 ‘T2)a d)xl ('IlaIQ)v (bxz (x17x2))7

que resultan de sustituir en las dos primeras ecuaciones del sistema caracteristico la
solucion y sus derivadas parciales. Si consideramos el dato inicial

(z1(to), x2(to)) = (2, 23)

el sistema (2.2.7) tiene una solucién unica, (y1(t),y2(t)), pues el sistema estd en las
hipotesis del teorema de existencia y unicidad de Picard por las condiciones exigidas a
F. (Véanse las referencias sobre ecuaciones diferenciales ordinarias de la Bibliografia).
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Si definimos z(t) = ¢(y1(t), y2(t)), tenemos que la curva (y1(t), y2(t), 2(¢)), estd
sobre la superficie soluciéon. Ademds derivando se tiene que

d d
2 (t) = O, % + ¢q, % = ¢ Fp+ Iy
(2.2.8) L) = GV (8) + Gayar th(E) = baros Fy + by Fy

252 (t) = ¢12z1y/1 (t) + ¢zzzzyl2(t) = ¢I2I1Fp + ¢zzzqu

y donde (;5(:['(1),1'0) = uO, ¢$1 (:E?,:Eg) = pO y ¢x2(x(1)7$(2)) = qo' Como u = ¢(x17x2) es

solucién también se verifica F'(x1, 2, ¢(x1, T2), g, (1, T2), Pz, (21, 22)) = 0, derivando
respecto a x; y a xo tenemos

{ le +Fu¢zl +Fp¢x1x1 +Fq¢mz1 =0

(2.2.9)
Fzz + Fu¢z2 + Fp¢m1m2 + Fq(rbzfz:m =0

De (2.2.9) obtenemos el segundo miembro de (2.2.8), es decir, las dos tltimas ecua-
ciones de (2.2.8) se transforman en

doy
71 = _(bwlFu _Fxl
doy
WZ :_(bngu_Fxg-

En resumen, las funciones

(W1(8), y2(t), 2(t); bay (y1.(2), y2 (1), P (w1.(1), w2(1)))

son soluciones del sistema caracteristico con el mismo dato inicial que satisface la
banda caracteristica considerada y

F(yl (t)v y2<t)’ Z(t)7 (b:m (yl (t)7 yQ(t»v ¢w2 (yl (t)’ y2(t))) =0.

Por el teorema de Picard aplicado al sistema caracteristico, hay una tunica solucién,
es decir,

(xl(t)7 xQ(t>7 u(t),p(t), Q(t)) = (yl (t)7 yQ(t)7 Z(t)u d)m (yl (t)7 yQ(t))7 (b:m (yl (t)7 y2(t)))
U

Tras el lema (2.2.2) parece natural que la forma de proceder para construir solu-
ciones de la ecuacién en derivadas parciales (2.2.1) sea la siguiente:

Para una banda inicial dada, calcular las bandas caracteristicas que la tienen por
dato inicial.
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Sea una curva dato (29(s),z3(s),u’(s)) regular. Para tal curva dato hallamos
funciones (p°(s), ¢°(s)) que verifiquen
i) Condicion de banda.-

(p°(s),q°(s), —1) es un vector normal a la tangente a (x9(s),z9(s),u’(s)) en cada
s, es decir,

da dx) du®
2.2.10 L0y 20— T
( ) ds Pt ds 9 ds

ii) Condicidn de compatibilidad.-
Para la banda inicial resultante,

(@9(s), 23(s), u’(s),p°(5),4°(5)),

se satisface
(2.2.11) F(a(s), 25(s),u’(5),p°(s),4°(5)) = 0,

que es la condicién sobre los datos iniciales para que el sistema caracteristico no sea
sobredeterminado.

Por razones analogas a las argumentadas en el caso quasi lineal supondremos que
la curva dato no es tangente a las caracteristicas en ningin punto. De esta manera
es de esperar que se pueda generar plano tangente.

Es claro que para que no sea tangente a las caracteristicas, su vector tangente
no tiene que ser colineal con el segundo miembro del sistema caracteristico, es decir,
debemos imponer la condicion de transversalidad siguiente
(2.2.12)

da da)

det < 0 0 d‘S 0 0 0 0 dg 0 0 ) 70,
Fp(x1(5)7 1‘2(8), u (S)vp (5)7 q (S)) Fq(Il(S), IQ(S)v u (S),p (S)a q (5))
la cual excluye simultdneamente la posibilidad de que la curva dato tenga tangente
paralela al eje u.
Con estos prerrequisitos podemos formular precisamente el problema de valores
iniciales para la ecuacién (2.2.1).

Problema de Cauchy.
Sea la ecuacion
F(.’E1,$27U,le,ux2) =0

bajo las hipotesis generales.
Dada una banda inicial,

(@9(s), 25(s),u" (), (), 4" (5)),
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verificando (2.2.10), (2.2.11) y (2.2.12), se trata de obtener una solucién de la ecuacién,
¢:GcCR?—R,

tal que

,IS(S)) p°(s)

,23(s)) = ¢°(s).

A continuacién demostramos el resultado de existencia y unicidad para el problema
de Cauchy.

Se van a utilizar el teorema de la funcién inversa, de nuevo el teorema de Cauchy-

Picard y el teorema de Peano de derivabilidad respecto a parametros, de los cuales
hemos dado ya referencias con anterioridad.

2.2.3. Teorema.
Sea la ecuacion en derivadas parciales

(2.2.13) F(z1,22,u,p,q) =0

donde la funcion
F:QCcR*xR? —R

tiene derivadas segundas continuas en Q y verifica |F,| + |F,| > 0. Sea (z9(s), z3(s))
0
s

s
yu®(s), definidas en I C R y con derivada seqgunda continua en I. Sean p°(s) y q°(s)
con derivada primera continua en I satisfaciendo:

i).- Condicidn de banda,

l’o X UO
. L ) + 22 () ) = 2o

F(29(s), 23(s), u’(s),0°(s),4°(5)) = 0.

i1).- Condicidn de transversalidad,

(2.2.15)
dx? dx)
det( & ) & ) ) #0.
Fy(a9(s),25(5),u’(s),p%(s),4°(5))  Fo(aR(s),23(s), u’(5),p°(5),4°(s))
Entonces existe un entorno G C R? de la curva (z9(s),23(s)) y una tnica funcidon

¢: G — R tal que:

(2.2.16)
F(z1, 22, (21, 22), ¢z, (¥1, 22), G, (21, 22)) =0 para cada (z1,22) €G
P(a1(s), 25(s)) = u’(s)
. (21(s), 25(5)) = p°(s)
Py (21(s), 25(5)) = ¢°(s).
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Observacion.-De forma implicita estamos suponiendo que

(9(s), 23(5),u’(5), (). ¢ (s)) € @

Demostracion.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales caracteristico con dato inicial
la banda del enunciado, es decir, para cada s € I se considera,

% =F,, 21(0) = 29(s)
% =F,, 22(0) = 29(s)
% = —F,, —pFy, p(0) =p°(s)
% = —F,, —qFu, q(0) = ¢°(s).

Por el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy de ecuaciones
diferenciales ordinarias, existe una tnica solucién. Por las hipé6tesis de regularidad de
F y de la banda dato, se concluye que la solucion

x1 = Xi(s,t)
xe = Xo(s,t)
u= U(s,t)
p=P(st)
q= Q(S,ﬁ),

es derivable con continuidad respecto a s y t.
Por (2.2.14) y la compatibilidad se tiene que

F(Xl(s7t)aX2(Sat)7U(s’t)aP(sat)aQ(Sat)) =0.

Por (2.2.15) y satisfacerse los datos iniciales tenemos que (X(s,t), Xa(s,t),U(s,t))
define una superficie paramétricamente en un entorno de la curva dato. En efecto, el
rango de la matriz jacobiana de (X1, X5, U) respecto a (s,t), es dos en un entorno de

la curva dato, pues
qu X2s
det ‘ =
< Xt Xot )
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por la condicién de transversalidad (2.2.15).
Como consecuencia de la observacion anterior y del teorema de la funcién inversa
se puede definir en entornos convenientemente pequenos de los puntos de la curva

dato,
s = s(xy,x2)
{ t =t(x1,x2)
Entonces podemos considerar las funciones compuestas
u=U(s,t) =U(s(x1,22),t(x1,22)) = u(x1,22)
p = P(s,t) = P(s(x1, 22),t(x1,22)) = p(a1,22)
q=Q(s,t) = Q(s(w1,2),t(x1,22)) = g1, 72)

Ademas, como
F(X1(s,t), Xa(s,t),U(s,t), P(s,t),Q(s,t)) =0,
se tiene, sustituyendo

F(xy, 22, u(z1, 22), p(21,72), q(21,22)) = 0.

Para terminar la demostracién del teorema lo inico que falta establecer es que
u:rl :pyuCEQ :q

Este extremo va a exigir algunos cédlculos que pasamos a efectuar a continuacién.

Consideremos la funcién

f(Sat) = Us - PXls - QX2S)

que para t = 0 verifica f(s,0) = 0 por la condicién de banda (2.2.14). Queremos
establecer que f es identicamente nula, lo que geométricamente significa que para
cada t fijo, (P,Q,—1) es un vector normal al plano tangente a (X, X5,U). Para
establecer que f(s,t) =0, se deriva respecto a t, es decir,

s =

ot
= Ust — PtXls - PXlst - QtXQS - QXZSt ==
0
= %(Ut —PXy — QX)) + Ps X1 + Qe Xot — P X1 — Q1 Xos =

:FpPs+Fqu+(Fw1 +FuP)Xls+(ng+FuQ)X2S7

pues Uy — PX1; — QX5 = 0 y por las ecuaciones del sistema caracteristico. Si se suma
y se resta F, U, y se reordenan términos se obtiene

of

i t) =

ot (s:%)

:F11X18+F12X25+FuUs+FpPs+Fqu_Fu(Us _PXI,S_QXZS) =

=F,—-F.f =-F.f,
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ya que Fs =0 por ser F(X1(s,t), Xa(s,t),U(s,t), P(s,t),Q(s,t)) = 0.
Llamemos y(t) = f(s,t) para s fijo. Se ha obtenido la ecuacién

y'(t) = —Fuy(t)
que tiene como solucién .
o(6) = yO)eap(~ [ Fudr)
Como se tiene que y(0) = 0 resulta que f(s,t) =0, que se traduce en
Us = PX1s + QXas.

Esta ecuacion y la tercera ecuacion caracteristica da el siguiente sistema,

U= PXi,+QXa,
(2.2.17) { 1+ QX

U= PXiu+QXy

Ademsds, teniendo en cuenta que U (s, t) = u(X1(s,t), X2(s,t)) y que, por ser funciones
inversas,

{ T :Xl(s(xhx?):t(xl?xQ))
T2 = X2(S(xl?x2)?t(xl7m2))a

se tiene
{ Us - Ulels + UZEQX2S

Ui = g, Xip + ug, Xog

En consecuencia
(2.2.18) (P,Q) = (uay, s,)
por ser soluciones de un mismo sistema lineal determinado, ya que
Xls X25
det 0
(Xu X2t) 7
por la condicién de transversalidad. Pero (2.2.18) se traduce en que

{ P(s,t) =g, (X1(s,t), Xa(s,t))
sz(Xl(Svt)’X2(87t)>7

O

—~

»
~~
|

o bien,
{ P($1,$2) = Uzl(xla$2)
q(x1,2) = Ug, (21, T2).
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De esta forma queda establecido que u(x1, x2) es solucién de la ecuacién. Que verifica
el dato inicial es la siguiente sencilla comprobacién:

Uq, (21(5), 23(s)) = p(a(s), 25(s)) = p(X1(s,0), Xa(s,0)) = P(s,0) = p’(s),
U, (21(5), 23(5)) = q(a(s), 23(s)) = a(X1(s,0), X2(s,0)) = Q(s,0) = ¢°(s)

Por tltimo, la unicidad es consecuencia directa del lema (2.2.2). Para establecerla,
supongamos que existe otra solucién v = 1(z1, z2), definida en un entorno de la curva
dato. Trabajaremos en el entorno intersecciéon del dominio de v y del dominio de v.
Como el dato inicial (29(s),z9(s),u’(s), p"(s),¢%(s)) es comin a las dos soluciones,
la banda caracteristica es comin también a las dos soluciones segin el lema (2.2.2).
Si tal banda es

T :Xl(sat); T2 :X2(5,t)a u:U(sat)a p:P(S,t), q:Q(S,t)

se tiene
v(X1(s,t), Xa(s,t)) =Ul(s,t) = u(X1(s,t), Xa(s, 1))

Y esto concluye la prueba. 0O

Como en la seccién 2.1 el resultado es local. Notese que demostramos la existencia
en el entorno de cada punto de la banda dato. El entorno de la banda es la union
de tales entornos y la solucion esta bien definida dado que por la unicidad sobre las
intersecciones de los entornos tiene un solo valor.

Para acabar esta seccién ensayamos lo aprendido hasta ahora aplicindolo a un
ejemplo que viene de la Optica Geométrica: La ecuacién eikonal.

Ejemplo.
Consideremos la ecuacién
P+ =1

Desde el punto de vista geométrico la ecuacién puede interpretarse como sigue. Sea
(p,q,—1), vector normal a una superficie solucién, la proyeccién sobre el plano x1xs
segun la ecuacién tiene longitud 1, de forma que en el vector es = (p,q,—1) y el eje
u forman un angulo tal que

arctan(—1) = 6,

. . ™ .
0, lo que es equivalente, el plano tangente forma un dngulo de — con el eje u.

En 6ptica geométrica las lineas de nivel de las soluciones son llamadas frentes de
onda y las curvas caracteristicas rayos.
Es evidente que la ecuacién satisface las condiciones de regularidad en

Q=R3x (R*-0).



83

Un sencillo cdlculo pone de manifiesto que el cono de Monge en el punto (29,29, u%)
viene dado por las ecuaciones,

(u—u®) = plzr —29) + g(z2 — 29)
I —1'(1) o X2 —.’Eg

2p 2
1= p?+ 4>

El sistema caracteristico es entonces

= 2
d

3—72: 0

== 0

1= p+d

y sustituyendo la sexta ecuacién en la tercera el sistema se transforma en

du
le—t: 2
g—i’: 0

cuyas soluciones se obtienen por integracion elemental y resultan ser

vy = 2p°t+ 2
o = 2¢°t + 29

u = 2t + ud
p=p°
g= ¢

1= p*+42
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Es claro ahora el porque del nombre de rayos que reciben las caracteristicas.
Dada una curva dato en R3,

F(S) = (0‘(5)76(5)37(5))7
los datos iniciales que se consideran para el sistema caracteristico son las bandas
obtenidas resolviendo el sistema

{ P(s)a/(s) +4°(s)B'(s) = +'(s)
()] + [a°(s)]* = L.

El signo del discriminante de la ecuacién de segundo grado que resulta de eliminar ¢°
entre las dos ecuaciones es el mismo que la expresion

D=[+[37 - []*
Por tanto, si D < 0 no hay solucién real y si D > 0 hay dos posibles bandas iniciales
asociadas a la curva dato, a las cuales hay que imponer la condicién de transversalidad

¢’/ —p°B' # 0.
Una vez obtenida la banda inicial se tiene la solucién en paramétricas como en la
prueba del teorema, por integracién del sistema caracteristico.
Obsérvese que si y(s) es constante se verifica que D > 0 y tenemos solucién que se

escribe en paramétricas,

1= 2p°(s)t + a(s)

w2 = 2¢°(s)t + B(s)

u= 2t+~(s)

p=p°(s)

a=q°s).

2.3.- Clasificacién de ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden.

Tras el estudio del problema de Cauchy para las ecuaciones de primer orden que
se ha hecho en las secciones anteriores, parece natural plantear el mismo problema
para ecuaciones de orden superior. Nos limitaremos a dar algunos resultados de
caracter cualitativo general, para ecuaciones de segundo orden y sélo en lo referente
a la estructura algebraica de la ecuacion, que es lo que permitird la clasificacion en
tipos.

Comenzamos por estudiar algunos ejemplos que ayudan a ver los diferentes com-
portamientos del problema de Cauchy segtn las ecuaciones.

Todos ellos tienen en comun que se trata de ecuaciones de orden dos en R? y que,
por tanto, fijamos dos datos; el valor de la funcién y de la derivada respecto a la
direcciéon normal en una recta.
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Ejemplo 1. Consideremos el problema siguiente
Uzt =0

(2.3.1) u(z,0) = ¢o(x)
u(z,0) = ¢1(x).

Suponemos los datos regulares, por ejemplo, con segunda derivada continua.
Sea u(zx,t) una solucién cldsica, es decir, una funcién con segundas derivadas con-
tinuas que verifica la ecuacién puntualmente. Entonces, en particular, se verifica

0= U:L’t('rvo) = ¢1,x = ¢I1(x)7

es decir, ¢1 necesariamente es constante. En consecuencia el problema (3.2.1) no es
soluble para cualquier dato; pero, ademas, si se supone la condicién de compatibilidad,
¢1 = ¢, donde c¢ es constante, por integracién elemental se tiene

u(z,t) = a(t) independiente de =,
por lo que todas las funciones verificando la ecuacién son de la forma
u(z,t) = wi(x) + wa(t)
De esta manera si tomamos una funcién ws(t) = ct + at? con a arbitrario,
Ug(x,t) = do(x) + ct + at?,

es solucién.
Tenemos asi una alternativa extrema
i) El problema (2.3.1) no es soluble si ¢; no es constante.
ii) Si ¢y es constante, el problema (2.3.1) tiene infinitas soluciones.
Como el lector ha comprendido la eleccién de ws solo requiere que wy(0) = 0y
wh(0) = ¢. Por ejemplo, we = ct +t", 1 > 0, son elecciones vélidas.

Ejemplo 2. Consideramos ahora el siguiente problema para la ecuacién del calor

(2.3.2) u(z,0) = ¢o(x)
Ut(xao): d)l(gj)’

con datos regulares. Entonces en particular
d1(2) = ug(x,0) = ugy(z,0) = ¢y ().

Es decir, es un problema sobredeterminado. En este caso es més natural el resultado
pues respecto a la variable ¢, la ecuacién del calor es solo de orden 1.
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Ejemplo 3. El problema que sigue requiere el uso de algunos resultados béasicos de
variable compleja. (Si fuese necesario, el lector puede encontrarlos en L. V. Ahlfors, ”
Complex Analysis”, Mc Graw Hill, 1979 )

Ugy +Uyy =0 en y>0
(2.3.3) u(z,0) =0
uy(x,0) = h(x).
Una funcién u(zx,y) con segundas derivadas continuas y verificando la ecuacién es
llamada armdnica y se verifica que u = Rf(z) para f = u + v funcién analitica en

y > 0.
El principio de reflexion de Schwarz prueba que en nuestras hipdtesis la funcién

(e
“”{ﬂa

donde f = u — iv es la funcién conjugada de f, es analitica. Ademés Rf = @ donde

&

z>0
z <0,

u(z,y)  y=>0
u(z,—y) y <0,

u(x,y) = {

y por tanto es analitica real. Pero en particular, @(z,0) y @,(z,0) son analiticas
reales. En consecuencia, si h no es analitica no hay solucion, o dicho de otra forma el
problema (2.3.3) es sobredeterminado. Podemos enunciar entonces que el problema
de Cauchy para la ecuacién de Laplace es sobredeterminado.

Ejemplo 4. Por dltimo vamos a analizar otro problema de valores iniciales. Se trata
de la ecuacién de ondas.

Uy — Ugy =0
(2.3.4) u(z,0) = f(z)
uy(x,0) = g(x).

Si se hace el cambio de coordenadas
{ =
T =

(2.3.5) uxt =0

= =
~—~

la ecuacion se transforma en

(véase la Seccién 4.1 para encontrar todos los detalles).
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Como se vio en el ejemplo 1 la solucién general de (2.3.5) es
w(X,T) = w1 (X) + wo(T),
o bien en las coordenadas primitivas
u(z,t) = wi(z +t) + wa(z —1).
Si se imponen los datos se obtiene de manera unica que la solucién de (2.3.4) es

T T — ot
o= 1EHOTIEZ0 L

2 +2

que es la conocida como férmula de D’Alambert. (Véase Seccién 4.1.)

Si se reflexiona sobre los ejemplos anteriores lo tnico que parece claro hasta el
momento es que el problema de Cauchy respecto a existencia y unicidad de la solucién
depende de alguna misteriosa relacion entre la ecuacion en derivadas parciales y la
superficie donde se prescriben los datos.

Analizaremos brevemente qué es lo que ocurre estudiando las ecuaciones de segundo
orden en dos variables independientes. Asi, la ecuacién lineal general es
(2.3.6)
ai1 (.’E, y)umac +2a12 (IE, y)uzy +ag2 (l’, y)uyy +b1 (SL’, y)uz+b2 (xv y)uy"’_c(‘ra y)’LL = f(xv y)

Para tratar de encontrar una forma equivalente y sencilla de la ecuacién (2.3.6), se
considera el cambio de variables

(2.3.7) { t= oy

s= P(z,y),

es decir, funciones regulares en R? tales que su jacobiano es distinto de cero. En
estas hipdtesis (2.3.7) es un cambio de variables local. Supondremos ademds que la
aplicacién (2.3.7) de R? en R? es biyectiva.
Respecto a este cambio de variables las derivadas se transforman como sigue
Uy = Ugty + UsSq,
Uy = Ugly + UsSy,
(238) Ugy = utt(tx)2 + 2utst;ﬂ5w + U/ss(sw)2 + uttmw + UsSza,
Uyy = Upe (ty)? + 2usstySy + Uss(5y)? + Urtyy + UsSyy,

Upy = Ulaly + Urs (T2 Sy + tySz) + UssSaSy + Uslzy + UsSay.
Sustituyendo en la ecuacién (2.3.6) se obtiene

Q11U + 2002Us + ootss + R(E, S, w, ug, us) = 0,
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donde R es una funcién lineal en u, u;, us y es independiente de las derivadas segundas.
Los nuevos coeficientes son

11 = a1 (ty)? + 2a1at,ty + as(ty)?,
(2.3.9) o2 = anite sy + ar2(tasy + tysa) + azatysy,

oo = a11(s)* + 2a125,5y + a22(8y)2.
Observamos que «q1 y g9 tienen la misma forma. Una manera de simplificar la
ecuacion es intentar encontrar el cambio de variables de forma que

11 = 0= a929.

Pero esto es equivalente a encontrar dos soluciones de la ecuacién en derivadas par-
ciales de primer orden

(2.3.10) a11p” + 2a12pq + a22q” = 0,

que tengan jacobiano no nulo. Si ¢(z,y) es solucién de (2.3.10), a la curva ¢(x,y) = ¢
la llamaremos curva caracteristica de la ecuacién en derivadas parciales (2.3.6). El
resultado de si existen dos curvas caracteristicas por cada punto, serd positivo o no,
dependiendo de cuantas bandas iniciales asocia la ecuacién a cada punto, y ello es
equivalente a estudiar el discriminante de la ecuaciéon de segundo grado

Cbll)\z + 2a12A + ase = 0.

En funcién de este discriminante clasificaremos la ecuacion. Sea D = a;fQ — a11G22
entonces,

1) La ecuacién (2.3.6) es de tipo hiperbdlico si y sélo si D > 0.

2) La ecuacién (2.3.6) es de tipo eliptico si 'y s6lo si D < 0.

3) La ecuacién (2.3.6) es de tipo parabdlico si y s6lo si D = 0.

A) Es claro que en el caso de ser la ecuacién de tipo hiperbdlico puede conseguirse que
a11 = 0 = ags,

eligiendo ¢ y % soluciones independientes de la ecuacién (2.3.10). En este caso la
ecuacion se reduce a su forma normal

(2.3.11) s = F

donde F' = i Si ahora hacemos el cambio
12

X= L(s+1)
(2.3.12) %
T = §(S_t)



89

la ecuacién (2.3.11) se transforma en la ecuacién de ondas
(2313) uxx —urrt = 4F,

es decir, la ecuacién de ondas es la forma candnica de las ecuaciones de tipo
hiperbdlico.

B) Si la ecuacién es de tipo eliptico, es decir, D < 0, podemos tomar las bandas
iniciales con valores complejos, obteniendose de esta forma una solucién de (2.3.10),
t = ¢, que tiene valores complejos. Ademds la conjugada compleja s = ¢ de ¢ es
la otra solucién independiente. Se deja al lector comprobar todos los extremos
formales de estas aseveraciones.
Se puede ahora seguir el mismo proceso que en el caso hiperbdlico y, para no
trabajar con cantidades complejas, podemos considerar el cambio de variables

1
(2.3.14) 1
Y= —(s—t
2~
que provee la forma normal
(2.3.15) uxx +uyy = 4F

Como vemos la ecuacién de Poisson o, si se prefiere, la ecuacién de Laplace no ho-
mogénea, es la forma candnica de las ecuaciones de tipo eliptico.

C) Si D =0, es decir, si la ecuacién (2.3.6) es de tipo parabdlico, tenemos una tinica
banda que proporciona una solucién ¢ = ¢(z,y). Tomamos una funcién arbitraria
que complete el cambio de variables s = 9(z,y). Obsérvese que por ser D = 0

tenemos
a12 = /A11v/A22,
de donde,
a1 = (Vaity + azaty)? = 0.
Entonces

12 = a1ty S, + a12(t$sy + tysx) + a22ty5y =
= (Vaiitz + Vazty)(Vaiis: + /azzsy) = 0.

En resumen, la ecuacién se reduce a la forma candnica

(2316) Uss = G7

donde G = i
Q22



90
La ecuacién del calor es un caso de ecuacion de tipo parabdlico.

Como puede verse las ecuaciones tipo aparecen como Formas Candnicas de las
ecuaciones de segundo orden. Los nombres adjudicados a cada clase son motivados
por la siguiente observacién. Cada clase corresponde al caso que la forma cuadrética

ailp a2 x
(z.y)
a1z a2 Yy
represente geométricamente a una hipérbola, una elipse o una parabola, respectiva-
mente.

De esta forma es natural extender este tipo de clasificaciéon a ecuaciones en R™.
En efecto, sea la ecuacion de segundo orden

P(z,D)u = Z i () Uy, + Z bi(x)ug, +c(x)u+ f(z) =0, a; =ay;,
i=1

i=1,j=1
a la que asociamos la ecuacion de las superficies caracteristicas que por analogia al
caso de n =2 es

n

(2.3.17) > (@) pr,ba, =0

i=1,j=1

La forma cuadrética asociada en un punto zg, es

all(l‘o) alg(mo) . aln(l‘o) T
0518 O (erom...m) anfxo) azzfaco) . . a2n:(1'0) a?:2 ’
anl(IO) an2($0) v ann(x()) T

que como es simétrica, por hipdtesis, tiene todos sus autovalores reales. Se define el
indice de inercia T de (2.3.18), como el nimero de autovalores negativos. Se define
también el defecto D de (2.3.18), como el niimero de autovalores nulos.

Clasificacién de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.
1) La ecuacién (2.3.17) es de tipo elipticosiy sflosi D=0yT =00D =0y T =n.
2) La ecuacién (2.3.17) es de tipo hiperbdlico siy s6losi D =0y T =10D =0y
T=n-1.
3) La ecuacién (2.3.17) es de tipo parabdlico siy sblo si D > 0.
4) La ecuacién (2.3.17) es de tipo ultra-hiperbdlicosiy s6losil < T <n—1y D =0.
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Dejamos que el lector complemente toda la parte algebraica que necesite. Una
referencia a tal efecto puede ser el capitulo 6 del libro ”Topics in Algebra” de I.N.
Herstein (Ed. John Wiley 1975).

A la vista de estas consideraciones volvemos a nuestro problema inicial de intentar
entender la diversidad de comportamiento de los ejemplos de los que partié nuestro
estudio. Por claridad consideramos soélo el caso n = 2.

Tenemos que la ecuacion que define las caracteristicas asigna un cono de direcciones
a cada punto zg,

C(zo) = {(n1,m2) | a11(9€0)77% + 2a12(z0)mn2 + azz(xo)ng =0},

al cual llamaremos cono caracteristico.

Si se toma una direccién n € C(zg) y la caracteristica con tal direccién como
normal, el cambio de variables que se hizo antes da que:

La ecuacion no es de orden dos en la direccion 7.

Como consecuencia:

Si fijamos datos sobre una caracteristica el problema de Cauchy resultante es so-
bredeterminado.

Ejemplos.
- uacion v,y = 0 tien m ot I risti
1’.- La ecuacion u, 0 tiene como cono caracteristico a

C = {(m,n2)|mn2 = 0}.

Las direcciones caracteristicas son (1,0) y (0,1) y las curvas caracteristicas son
r=a, y t=00.

El Ejemplo 1) del comienzo tiene fijados los datos sobre la caracteristica t =0y es
sobredeterminado.
2’.- La ecuacién u; — ugz, = 0 tiene como cono caracteristico a

C = {(m,m2)ln; = 0}.

Las direcciones caracteristicas son (0,1) y las curvas caracteristicas son

t=8.

En el Ejemplo 2) del comienzo se tiene fijados los datos sobre la caracteristica t = 0

y es sobredeterminado.

Veremos en el capitulo correspondiente a la ecuacién del calor, que en este caso
tiene sentido considerar el problema de Cauchy con tnico dato u(z,0).
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3’.- La ecuacién g, + uyy = 0 tiene como cono caracteristico a

C ={(m,m)ni +n3 =0} = {0},

es decir, el cono es degenerado. No hay caracteristicas reales, por consiguiente. El

ejemplo 3) del comienzo tiene fijados los datos sobre ¢t = 0 y es sobredeterminado.

En este caso necesitaremos consideraciones de otro tipo, que se hardn mas adelante.
4’.- La ecuacion uy — g, = 0 tiene como cono caracteristico a

C = {(m.m2)lni — 3 = 0}.
Las direcciones caracteristicas son (1,1) y (1,—1) y las curvas caracteristicas son
r4+t=a, y z—t=0

En este caso el ejemplo 4 tiene fijados los datos sobre t = 0, que no es caracteristica
y el problema tiene solucién unica.

Consideremos el problema de Cauchy con datos en la superficie

S=A{(z,y)|g(z,y) =0},
es decir,

a11 (%, Y) U + 2a12(2, Y)Ugy + a22(2, Y)Uyy+
+ b1 (2, y)us + ba (2, y)uy + c(z, y)u = f(z,y)
u(z,y) = uo(z,y) si (z,y) €S

uy(z,y) = ur(z,y) si (z,y) €5,

(P)

donde u,, significa la derivada de w en la direccién v de la normal a S. Como resumen
de esta seccion tenemos:

- El comportamiento del problema de Cauchy (P) depende de si la curva S sobre la
que se fijan los datos es solucion o no de

2 2
a11p” + 2a12pq + az2q” =0,
es decir, si S es caracteristica o no.

- Si S es caracteristica la ecuacion no es genuinamente de orden dos en la direccion
de su normal y, en consecuencia, el problema (P) es sobredeterminado.
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- En el caso en que no hay caracteristicas reales, es decir, cuando la ecuacion es
de tipo eliptico el problema (P) es sobredeterminado, pero en este caso el compor-
tamiento estd determinado por la propia ecuacion.

Su estudio se hace a continuacion.

Esclarecemos lo que ocurre en el caso de la ecuaciéon de Laplace. Nos fijamos en la
ecuacién escrita en forma normal con coeficientes constantes

Uy = AUgy + DUz + cuy + dug +eu, a,b,c,d, e € R,

y buscamos soluciones de la forma a u(x,t) = e’ para ¢ € R fijo. De esta forma
u es solucion cuando se verifica que A y £ estdan relacionados por

(2.3.19) A2 4 ag? —ibAE — eA —idE — e = 0.

Para cada ¢ € R existen dos valores complejos de A\, que por estimacién directa
verifican [A(§)| < e(1 + [€]).
Supongamos que A verifica (2.3.19) y consideremos el problema no caracteristico

Upp = AUgq + DUz + cuy + dug + eu
(H) u(z,0) = e'*¢
ug(x,0) = \e's.
El matemaético francés J. Hadamard propuso el término problema bien propuesto
para aquel que tiene solucién tunica y, ademads, ésta depende continuamente de los
datos.

Si suponemos que (H) est4 bien propuesto la solucién es u(x,t) = M+, Para
que haya dependencia continua se debe verificar que para T' > 0 fijo

Ju(z, )] < ™I < Csup [u(@, 0)] + sup |us(2,0)]) < C(1+[AE))).
Por tanto, si el problema esta bien propuesto se ha de verificar
(2.3.20) RAE)] < C + alog(1 + €],
que se conoce como condicion de Hadamard.
No es dificil comprobar que el problema no caracteristico para el operador hipérbdlico

verifica la condicién de Hadamard.
Por el contrario, la ecuacién de Laplace no la satisface, ya que, A(§) € Ry

N2(€) = l¢f?
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y, por tanto, crece mas que un logaritmo.

En resumen,

El problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace no estd bien propuesto, pues
no verifica la condicion de Hadamard.

Todos los resultados tienen su contrapartida en R™ y para ecuaciones de orden
mayor, pero no seran detallados aqui.

2.4.- El teorema de Cauchy-Kovalevsky.

Esta seccion la dedicamos a estudiar un resultado clasico. Para una ecuacion
diferencial ordinaria particular cuyo segundo miembro es expresable como la suma de
una serie de potencias, el propio Newton obtuvo la solucién del problema de Cauchy
también como una serie, calculdndose los coeficientes por identificacion.

El caso de las ecuaciones en derivadas parciales es debido a Cauchy y a Sonia
Kovalevsky. Una vez mas recomendamos para una resefia histérica fiable el libro
de M. Kline al que nos hemos referido en repetidas ocasiones. Una corta biografia
de Sonia Kovalevsky puede encontrarse en ”Women in Mathematics” de L.M Osen,
M.I.T. Press 1974.

Vamos a plantear el problema en un contexto muy concreto, advirtiendo al lector,
que una version general puede encontrarla, por ejemplo, en G. Folland, ”Introduction
to Partial Differential Equations”, Princeton University Press, 1976.

Consideraremos el problema

Ut :F(ta T, Uy Uty Ugy Uyt urx)
(2.4.1) u(z,0) =¢o(x)
ut(‘rvo) :¢)1(1')7

donde F(t,x,u,p,q,r,5), ¢o y ¢1 se suponen funciones analiticas en todas sus variables
en un entorno del origen.

Obsérvese que la recta t = 0, sobre la que se dan los datos, es analitica.

Transformaremos el problema (2.4.1) en una forma equivalente para la que se
probara el teorema de Cauchy-Kovalevsky sobre la existencia de una tinica solucién
analitica en un entorno del origen.

Por conveniencia del lector damos la siguiente definicién.

2.4.1 Definicién.
Sea R={z e R"| |z|<r }. Una funcién

f:RCR" —R
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se dice que es analitica real en R si y solo si existe una sucesion de niumeros reales
{aiy..i, }iy. i, eN tal que en cada (z1,...,2,) € R

o0

flz, ... zn) = Z @iy iy T T

i1,... 0 =1
donde la serie converge absolutamente.

Por el criterio de mayoraciéon de Weierstrass, si f es andlitica en R, la serie que la
representa converge uniformemente en |z| < r —¢.

Transformamos el problema (2.4.1) de la manera siguiente: llamamos

Yoo = U, Y10 = Ug, Yo1 = Ug, Y11 = Ugt, Y20 = Uz, Yo2 = Ut
(obsérvese que el doble subindice nos recuerda las derivadas respecto a x y t, respecti-
vamente). As{ obtenemos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales equivalente
(400)t =Yo1

(Y10)t =y11
(yo1)e =y
(2.4.2) (y11)¢ :( )
(y20)e =(y11)e
(oo =Fi + Y Fyytigen+ D Fuy W)

Y20 )t

i+j<2 i+j=2,j<2
con condiciones iniciales
Yoo(7,0) = ¢o(x)
yi0(z,0) = (¢o)z ()
Yo1(x,0) = ¢1(x)
(243) y(@.0) = (é1),(a)
Y20(2,0) = (do)z(v)
y02($7 O) = F(Ov Z, ¢0(CL’), (¢0)I(‘7")7 o1 (CL‘), (¢1)$ﬂ (¢0)a:x(33))

Se deja al lector comprobar que si ygo es la primera componente de una soluciéon
del problema (2.4.2), (2.4.3), entonces es solucién del problema (2.4.1). Escrito en
esta forma se obtiene que el problema (2.4.1) se ha transformado, con un cambio de
nombres de las variables, en un caso particular de

}/H(t,x) All(t,l‘,Y) . Alﬁ(t,m,Y) le(t,x) Bl(t,m,Y))

}%t(t,ai) Aﬁl(t,l‘,Y) . A66(t,a:,Y) Y6x(t,l‘) Bﬁ(t,l‘,Y)
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donde
Aij(t,l‘,\lf) y B,‘(t,l‘,\p)

son funciones analiticas.
Escrito matricialmente tenemos la misma forma que la ecuacién quasi lineal de la
Seccién 2.1, es decir,

Y, (t,x =A t,x, Y)Y, (t,x +B t,x,Y
o {t< ) <A Y)Yt ) + B2, Y)
que si le aumentamos con una ecuacién mas le podemos considerar autdonomo, es decir,
si anadimos la ecuacién (Y7): = 1, y ademds hacemos el cambio

U(t,z) =Y (¢, z) — O(x),

(2.4.4) se convierte en

(2.4.5) { U; = A(z,U)U; + B(z,U)

U(0,z) =0,

Para este problema con (z,U) € R x R", es para el que estudiaremos el resultado de
existencia.

Para comenzar establecemos los resultados de series de potencias que se van a usar
y previamente introducimos la notacién que se usa para trabajar cémodamente con
multiindices.

Notacion.

Como se ha podido apreciar la necesidad del uso de indices multiples complica
extraordinariamente la escritura, dificultando a menudo la comprensiéon inmediata
de lo que las férmulas significan. La notacién que proponemos a continuacién y
que usaremos en esta seccién, fue introducida por Laurent Schwarwz en los anos 50,
cuando creé la Teoria de Distribuciones. En resumen es la siguiente:

Sea un multindice (i1, ...,4,) € N™, convendremos en notarle o = (41,...,%,). Sea
x = (x1,...,2,) € R™. Entonces escribiremos
n
lal =) i
1
al =i i)
=2ty
o —
D:v f(l‘O) = fz'il Lxin (.I'())
Dado otro multindice 5 = (41, ..., j,) diremos que

a<p siysélosi i <j, paratodo [=1,...,n
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Proposicién. (Propiedades de las funciones analiticas)
Sea f una funcion analitica en R entonces

(1) f esindefinidamente derivable, y sus derivadas se obtienen derivando la serie
término a término y, ademds,

1 o
Qo = aDwf(O)

(2) Si se tiene la funcién analitica en un entorno de t =0,
z(t) = bt”,
B

entonces h(t) = f(x(t)), es analitica siendo los coeficientes de la serie de h
obtenidos por la formula

1
C’Y:mD;{h(O):P’Y(bﬁvaa)v 04753%

donde P, es un polinomio con coeficientes positivos independiente de f y x.

Un ejemplo de funcién analitica que usaremos es el siguiente:
Dados M,r > 0
Mr

r—(x1+...+x,)

flzy...zp) =

es analitica en ,
R={zcR" max |z] <},
1<i<n n

siendo su serie de Taylor

_ > (I1+...+$n)k_ > (21++2n)' i1 in
f@s,. ) _Mkzr—k =M il gl
=0 i1 yeenin=

Otra idea importante es la de mayoracion de series. Dadas

flx) = Z Aax®™

g(z) = Z bax®,

funciones analiticas, diremos que f mayora a g si se verifica que

Ao > |bal
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para todos los indices.
Dada una funcién analitica

flx) = Z A0 x™
en R, tomando p < r, definiendo

Z |aa|p|a‘ <M,
[e3

entonces la serie geométrica de coeficientes

bo = —

7l

M
ol

es una mayorante de la serie que define a f,en R, ={x | |a;| <p, i=1...n},

2.4.2. Teorema. (Cauchy-Kovalevsky)
Sea el problema

(2.4.5) { U, = A(z,U)U, + B(z,U)

U(0,2) =0

tal que la matriz A y el vector B tienen componentes analiticas como funciones de
(z,U) en un entorno del origen, entonces (2.4.5) tiene una tinica solucidn analitica.

Demostracion.
Como por hipétesis los datos son analiticos tenemos que sobre un entorno del
origen, R = {(x,n) | |z| <d,|n| <&}, se pueden expresar por las series

Afw,n) =Y aiga'n”,
B

B(z,n) =Y bigz'n’,
i,
donde a;g es una matriz y b;3 un vector, que resultan por la férmula de Taylor

. :D;D,gA(o,o)
i i1 B! ’

~ DiDEB(0,0)
W= i1B!
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Buscamos una solucién de la forma

Z cijz't?, donde ¢ = w
i=0,j=0 il

Procedemos en varias etapas

1) Si se impone que se verifique la condicién inicial, necesariamente debemos tener
¢io = 0 cualquiera que sea el indice i =0, 1,. .., ya que, Y(0,z) = 0.

2) Ademds por verificarse la ecuacién

oo

DtY(t,I‘) = Z (] + I)Ci(lj+1)$itj =
i=0,5=0
=A@, Y (t,2) DY (t, ) + B(t,2) = > Pij(cim, aa, bp)a't,

ij

donde el polinomio P;;(cim,@a,bs), siendo |af,|8] < i+ 4,1 < iy m < j, tiene
coeficientes positivos.

Por identificacién se obtiene entonces

Pij (Clm, QAo bﬁ)

j+1 i
J

(2.4.6) Ci(j+1) = ) , m<j a8l <i+j
Asi, si se conocen ¢, para cada | = 0,1,... y m < j, (2.4.6) da los coeficientes
Ci(j+1)- Este algoritmo permite calcular por recurrencia una serie formal, que de haber
solucién analitica debe ser la que la representa. Obsérvese que este argumento implica
unicidad de solucién analitica al obtenerse los coeficientes de la serie de manera tinica
al imponer el dato y que verifique formalmente la ecuacion.

Por tanto, resta comprobar que la serie formal obtenida converge en algiin entorno
del origen.

3) Sear <4y sea
R.={(x,y1,---,yn) | lz|<r, |yl <mri=1,...,n}

Si (z,Y) € R, se tiene

L;L%1l(0 O) iy |l:Z a (O7O)| i,
(2.4.7) aéi —ar ¢ 'Y g —z'a' il < My

DiD$B(0,0) ;. ., IDEDSB(O,0)] ;o
(2.4.8) ) oy < § : Yool <

a,t
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Tomando M > max{M;, Ms} y los coeficientes
1

ri+‘a|’

dia =M

la serie resultante es una mayorante de la de A y la de B. Ademads

(I)(%Y):sziﬁ:Mi((x—i—m—&-...—i—yn))k:

ri plal

o k=1 "
(2.4.9) Iy A
o @tut ) =ttty
T

4) Como consecuencia, consideramos el problema mayorante que para cada compo-
nente resulta

Mr -
Dyzy = . (Z; Dyz; + 1)

(2.4.10) (@ +y1 4.+ yn) &

2(7,0) = 0,

es decir, es un mismo problema para todas las componentes. Por esta razén bus-
camos soluciones de (2.4.10) de la forma

zi(z,t) = v(z,t), paratodo k=1,...,n
que verifica el problema

Mr
(2.4.11) vy = ———  (nvy + 1) con dato inicial v(0,z) = 0.
r—a—nv
Este problema admite solucién explicita usando la técnica desarrollada en la seccién
(2.1).
En efecto, el sistema caracteristico es

ﬂ=7"—a:—nv, t(0)=0
dr

d

g = —nMr, z(0)=s

d

d—::Mr, v(0) =0

de donde resulta
t(r,s) =(r—s)r

z(1,8) =—Mrnt+s
v(r,s) = Mrr,
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por lo que
s =nv+x
v
T =—.
Mr
Sustituyendo
t=(r—nv-— x)L
My’
o bien,

(r—m) £ /(r — )2 — 4nMrt
2n ’

y como ha de ser v(0, ) = 0, entonces, necesariamente,

v(t,z) =

(r—xz) —/(r — )2 — 4nMrt

v(t,z) = o ,

es la solucién de (2.4.11), que es obviamente analitica en un entorno de (0, 0).

5) Para finalizar basta comprobar que la solucién de (2.4.10), problema mayorante,
calculada en la etapa 4) anterior, es decir,

Z(t,x) =v(t,z)(1,...,1),

es una mayorante de la serie formal obtenida como candidato a solucién. Asi
habremos terminado la demostracién por utilizaciéon del criterio de comparacién.
Si llamamos e;; a los coeficientes de la serie representando a Zz, repitiendo los
célculos de las etapas 1) y 2) anteriores, obtenemos

Pij(elmadow dﬁ)

+1 bt
J

Ci(j+1) = ) , m<yj |a|a|ﬂ| <i+j
donde el polinomio con coeficientes positivos, P;;, es el mismo que en (2.4.6) Por

consiguiente, por recurrencia se tiene,

P;;(Cim, aa,bg)
j+1

Pij(lcuml,aal, bg]) _ Pij(eim, das dp)
j+1 =T+

lcig+nl = | | < = €i(j+1)

que establece el resultado. [
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Apéndice al Capitulo 2.
Problema de Cauchy para la ecuacién general
de primer orden en R".

Sea,

F:QcR" xR xR" —R
(%u,p) - F(x7u7p)a

funcién con dos derivadas continuas, definida en el abierto €.
Supondremos que
Vol = [[(Fpys -5 Fp )l >0

Denotamos por (,) al producto escalar en R™. Notaremos p; = u,,.
La teorfa elaborada en la seccién (2.2) sugiere como estudiar el problema de Cauchy
para la ecuacién

(A1) F(z,u,Vu) =0

Se supone
u:GCR" — R,

solucién de (A.1), y se considera el sistemas de curvas de Monge, que en este caso, y
por los mismos argumentos que en la seccién (2.2), resulta ser

(A.2) z'(t) = V,F(z(t),u,p).
Se considera la forma de variacién de u y p a lo largo de una solucién de (A.2)

{ u'(t) = (Vu(a(t), (1)) = (p(t), Vo (x(t), u(t), p(t)))
Pt) = (Vg 2'(), ..., (Vug,),2'(t)) = (Vtg,, V,F), ..., (Vug,), V,F)

pero como
F(z,u(x),Vu(z)) =0,

derivando respecto a cada coordenada xr, k =1,...,n, obtenemos

por lo que resulta
p/(t) = -V, I - pF,



103

El sistema caracteristico asi obtenido es

2'(t) = VpF(2(t),u(t),p(t))

" V)= 0, T F G0, u(0), p0)
P'(t) ==V F(x(t),u(t),p(t)) — p(t)Fu(x(t), u(t), p(t))
F(z,u,p) 0

cuyas soluciones son llamadas bandas caracteristicas y las proyecciones, (x(t),u(t)),
se llaman curvas caracteristicas.

Como en el caso de dimensién n = 2 es facil de establecer que F' es una integral
primera para el sistema caracteristico, es decir, F' es constante a lo largo de las bandas
caracteristicas. Esto quiere decir que si partimos de datos que verifiquen la condicién
F(z(to),u(to), p(to)) = 0, entonces se verifica la misma condicién sobre toda la banda.
Asi pues, con esta condicién de compatibilidad (A.3) no es sobredeterminado.

Planteamos a continuacién el problema de Cauchy para la ecuacién (A.1).
Sea U C R"~! un abierto y sea la aplicacién

v:U— R",

con segundas derivadas continuas y tal que si v,(s) designa la matriz jacobiana de ~,
se verifica
rango(ys(s)) =n—1, para seU

Sea también
¢:U—R

una funcién con derivadas segundas continuas.
Observamos que si 29 = v(s%), u® = ¢(s°) y (2°,u% p°) € Q es tal que

F(xoﬁu()?po) = 0’
(A4) p"v(s0) =0,
det(vs(s0)VpF (2%, ul, p°)) # 0,

entonces existe una tnica funcién definida en un entorno de s° con derivadas primeras
continuas,
7:U(s%) — R",
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En efecto, basta notar que (A.4) y las hip6tesis de regularidad, permiten aplicar el
teorema de funciones implicitas a

G(s,p) = (p7s(s) = Vs@(s), F(v(s), 6(s),p))

Obteniéndose asi que en un entorno de s°, U(s"), se tiene
G(s,m(s)) =0 y m(s%) =",

pero estas son las condiciones que se buscaban.
A una tal funcién,

(v(s), &(s), m(s)),
verificando 1), 2) y 3), le llamamos banda inicial.

Problema de Cauchy.
Podemos formularle como sigue.
Obtener una solucion de
{ F(z,u,Vu) =0 tal que verifique el dato
u(v(s)) = @(s), s€U
Como en el caso de dimension n = 2 hemos de imponer algunas condiciones sobre

los datos para que el problema tenga solucion y ésta sea tnica. Tales condiciones son
copia de las del caso estudiado y aparecen como hipdtesis en el siguiente resultado.

A.1.- Teorema.
Sea F verificando todas las hipédtesis anteriores en € abierto de R'*2". Sean
y:UCR"™6 —R vy ¢:U—R
funciones con dos derivadas continuas. Sean y(s°) = x°, ¢(s°) = u® y p° tales que,
(1) F(a®u%p%) =0

(2) PP7s(s%) = Vag(s°)
(3) det(ys(s"), VpF (%, u®, p°)) # 0.

Entonces existe G, entorno de z° en R™ y
u:G@— R,

tal que
{F(x, u(z), Vu(r)) =0 para x€G

u(y(s)) =¢(s) para seU tal que ~(s)€G.

Demostracion.
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Sea m(s) verificando 1), 2) y 3) de la observacién anterior, es decir, consideremos

la banda
(v(s), o(s),m(s)).

Sea,
(X (t,s),U(t,s), P(t,s)),

solucién del sistema caracteristico (A.3), con dato inicial
X(0,s) =~(s), U(0,s)=¢(s), P(0,s)=m(s).

Por el teorema de Peano de diferenciabilidad respecto a los datos iniciales, se tiene
que (X(t,s),U(t,s), P(t,s)), tiene derivadas primeras continuas para s cercano a s’
y t pequeno. Ademds, por ser F integral primera y verificarse F((s), ¢(s),n(s)) = 0,
se tiene también que

(A.5) F(X(t,5),U(t, ), P(t,s)) = 0.

Por otra parte, si llamamos J(; ) = (X(Z,5))ss a la matriz jacobiana de X(t,s) se
tiene que
det J 5 (0, 80) = det(vs(so), VpF(xO, uo,po)) #0,

condicion de transversalidad impuesta.

Asf pues en un entorno V(z°) de 2% la funcién = = X(t,s) tiene inversa con
derivadas primeras continuas, (t,s) = X ~!(z). Entonces de u(X(t,s)) = Ul(t,s) se
obtiene, u(z) = U(X ~!(z)) y de p(X(t,5)) = P(t,s) se concluye, p(z) = P(X~!(z)).
De esta forma (A.5) se convierte en
(A.6) F(z,u(x),p(z)) = 0.

Para terminar la prueba hemos de establecer que

(A7) Vu(z) = P(X 7 (z)).
Pero como U(t,s) = u(X(t,s)) se obtiene

(A.8) Vu(X(t,s))Xis(t,s) = Ups(t, s).

Como det X44(t, s) # 0 en un entorno de (0, s°), Vu queda univocamente determinado
por el sistema lineal (A.8). Entonces si también se puede probar que

(A.9) P(t, ) Xys(t, ) = Uss(ts),

concluiremos que P(t,s) = Vu(X(t, s)). Es suficiente entonces, que probemos (A.9).
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Del sistema caracteristico obtenemos la relacién
(A.10) Ui = (P, X3).

Si consideramos la funcién
(A.11) O(t,s) =Us — PX,,

se tiene en primer lugar que ®(0,s) = 0 por verificarse la condicién de banda para el
dato inicial. Ademas, derivando respecto a t,

O, = (Ug)y — P Xy — P(Xs)e = (U — PXy)s + Xo Py — X =
— V,FP, 1 (VoF + FyP)X, + (FuU, — FuU,) =
= (V. FXs+ F,Us + VPFPS) - F,(Us — PX,)=F, - F,9,

por (A.10) y el sistema caracteristico. Ademés, de (A.5) se concluye que Fs = 0, por
lo que la expresion anterior se reduce a

&, = —F,®, con datoinicial ®(0,s) =0 para cada s.

Por tanto ® = 0y (A.11) queda demostrado y como consecuencia que (A.9) se verifica.
(Con la notacién usada la matriz jacobiana Xy, tiene una primera columna que es X;
las restantes (n — 1) columnas son las de la matriz Xj.)

La unicidad de u, solucién con dos derivadas continuas, es consecuencia del mismo
argumento que en dimensién n = 2, es decir, dos soluciones coinciden sobre las solu-
ciones del sistema caracteristico con dato la banda inicial, por tanto, deben coincidir
sobre la interseccién de sus dominios de definicién. [

EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

1. Calcilense las soluciones de yu, — zu, = 0 e interprétese geométricamente el
resultado.
2. Sea Ty
u=f(—).
L)

Eliminese f y obténgase la ecuacién en derivadas parciales que verifica u.

3. Determinense todas las soluciones de la ecuaciéon

(x +y)ug + (u —z)uy = (y + u)



107

4. Sea la ecuacién
(zy — wug + (y° — Duy =uy —x

y las curvas dato
a) y=0, 22 —u?=1.
b) 22 +y? =1, u=0.
Resolver el problema de Cauchy para el dato a). Anélogo para el dato b).

5. Sea la ecuacién
Uy — Uy = 0.

a) Hallense las curvas caracteristicas.
b) Determinese la solucién que pasa por la curva

y=0 u=1x>—-1

y dibujar u(zx,0), u(z, 1), u(z,2) y u(z, 3).

6. Sea el sistema diferencial
x f
(%) y'(t) =g(@®),y(t),ud);
h

Se llama integral primera del sistema ¥ a una funcién W(x,y,u) € C! tal que es
constante a lo largo de las trayectorias de 3.

( Qué ecuacién en derivadas verifica la integral primera W7 Interprétese el resultado
y disénese un método para obtener integrales primeras.

7. Dos superficies se dicen ortogonales si son ortogonales sus planos tangentes en los
puntos en que se cortan.

Pruébese que para que la grifica de la funcién v = ¢(z,y) sea una superfi-
cie ortogonal a la familia uniparamétrica de superficies definida implicitamente por
F(z,y,u,a) =0, es necesario y suficiente que verifique la ecuacién

Héllense las superficies ortogonales a la familia definida por 2 + y? = 2au.

8. Una funcién u(xq,x3) se dice homogénea de grado m > 0 si u(Azy, Axg) =
A"u(x1,22). Pruébese que la condicién necesaria y suficiente para que u sea ho-
mogénea de grado m es que verifique la ecuacién

LUy, + ToUy, = MAU.

(Este resultado es conocido como teorema de Euler).
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9. Consideramos la ecuacién
(u2)® + (uy)? = u?.

Se pide calcular la solucién que verifica el dato u = 1 224+ y?=1.
10. Calcular la solucién de u, = u? que verifica u(z,0) = 213

11. Calcular la solucién del problema de Cauchy

p?P—q>2—2u=0
z=0
u=(1+y)>%

12. Sea la ecuacién

1
u=zp+yq+ 5(192 +q%).

Determinese la solucion verificando

1 2

u(z,0) = = (1 — z°).

2

13. Dada la ecuacién
PP+ =2+ +4z+y+1),
sea c(s) = (a(s), B(s),7(s)) una curva de Monge sobre la superficie
L2 o
u= S —y) fay 2

tal que para s = 0 pasa por el punto (zo,yo, 3 (23 — y3) + zoyo + 2z0)
a) Determinar la proyeccién de ¢ sobre el plano u = 0.

b) Sea zp = —1, yo = 0; hallar la banda caracteristica que verifique el dato
3
-1,0,—=,1,-1).
( 3 ) 2 ) 9 )

14. Resolver el problema de Cauchy

r?u, + y2uy =u?
y =2z

u=1.
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15. Probar que si vi(z,y,u) = k1 y va(x,y,u) = ko son integrales primeras del
sistema caracteristico de la ecuacién

(1) fuz + guy = h,
entonces para cada funcién arbitraria ® € C!,
(2) g(m,y,U) :q)(vl(xay,u)’v2<x’y7u)> =0,

define una solucién de (1). Pruébese que toda solucién de (1) puede escribirse de la
forma (2) si el rango del jacobiano de vy, vq respecto a (z,y,u) es dos.

16. Dada una ecuacién en derivadas parciales de primer orden, F(z,y,u,p,q) = 0, se
llama integral completa a una familia biparamétrica de soluciones, u = u(x,y, a, §).
Demostrar que:

1 Si la ecuacién es de la forma g = f(p) admite una integral completa de la forma

u=az+ f(a)y+ B.
2 Si la ecuacién es de la forma p = f(x,¢) admite una integral completa de la forma
x
u= / f(s,)ds + ay + 5.
3 Si la ecuacién es de la forma p = f(u,q) admite una integral completa definida

implicitamente por
“ o ds
[ s

4 Sila ecuacion es de la forma f1(x,p) = f2(y, ¢) admite una integral completa de la
forma

=x+oay+ 0.

u= [ ots.aris+ [ oas.ras + 5

(Indicacidn:

1 Llamando p = a, la ecuacidn da que ¢ = f(«), entonces resulta du = adx+ f(a)dz.
Basta integrar.

2 Obsérvese que tomando q = «, la ecuacion da la expresion du = f(x,a)dx + ady.

Intégrese
/

8 Del sistema caracteristico se obtiene que ]1/ = ]—), es decir, ¢ = ap; de la ecuacion
q q

resulta

=dz + ady
flu, @)
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4 Del sistema caracteristico resultan
dp
Jiz + 1pg- =0,

dq
f2y +f2qd_y = 07

por tanto, fi(z,p) =a = f2(y,q).
Despejando p y q se tiene p = ¢1(x, @), ¢ = $a(y, @), de donde,

du = ¢1(z, a)dx + ¢2(y, o) dy
y se concluye integrando)

17. Determinense las bandas caracteristicas de las ecuaciones siguientes, calculando
una integral completa por el método del problema 16.

a) pq — 2%y? = 0.

b) p*¢® +px +qy —u=0.

c) pq = 9u?.

d) p= sengq.

18. Resuélvanse los problemas de Cauchy siguientes.

pg+1—-—u=0
(a) u=2zx+1
y=2.

pqg—3xy —2u =0
(b) u =15y
x =5.

p?+q>—4du=0
(c) u=y’
z=0.

Clasiﬁcar las ecuaciones siguienteb
) c0s? Ty, — 21 COS a:uacy + Y%y, = 0.
b) (1 + tH)ug + (1 + 2?)ugs + tug + 2u, = 0.
) Uz + 2Uyy + 3tz + 2Us + 2(Ugy + Uz + Use) + 4(Uyz + uye) + 6uze = 0.
)
e)
f)

[oFNe

Ugy + Ugy + Ugy + Uzt = 0.

um + Usz + 2Ugy + 2Ugs + 2Ug, + 2uz = 0.
y Ugy — Uyy = 0.

Escribase en forma candnica.
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20. Transformese la ecuacién
2

2
T Ugy = Y Uyy
a variables caracteristicas.

Como consecuencia probar que las soluciones son u = f(zy) + xg(=) con f y g

8]

funciones regulares arbitrarias.

21. Hallar las caracteristicas de (1 + 22)uz, — (1 + y*)uy, = 0 y reducir la ecuacién
a forma normal.

22. Sean f(t) = senty g(t) = cost. Calcular la solucién analitica del problema
Uge = up con datos u(0,t) = f(t), wu.(0,t) = g(t).
23. Sean f(x) =e *y g(t) = senz. Calcular la solucién analitica del problema
(1+2H)uge — (1 +y*)uy, =0, con datos wu(z,0) = f(z), uy,(r,0)=g(x).
24. Considerar la ecuacion cuasilineal
(2% + Du, — yzu, = %
ylacurvadatoz =1, u=y.

a) Comprobar si se cumple la condicién de transversalidad.
b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy.

25. Considerar la ecuacién cuasilineal
_ 2 2
TUg + yuy = 2(x° +y7)u

ylacurvadatox =1, u=e.
a) Comprobar si se cumple la condicién de transversalidad.
b) En el caso que se cumpla, resolver el problema de Cauchy.
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